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[| शरक्कथन || प्राक्कथन | 


वर्तमान में विभिन्‍न आर्थिक समस्याओं के शोध कार्य में गणितीय निदर्शों वा खुलकर 
प्रयोग किया जा रहा है। इन तिदर्शों को जानकारी शोघार्थी के लिए आवश्यक है। किन्तु हिन्दी 
में इस प्रवार की पुम्तक का अभाव है जिसकी सहायता से हिन्दी माध्यम के शोधाधियों की 
आवश्क्ताओं को पूरा क्या जा मके। प्रस्तुत पुस्तक ऐसे मभी शोघार्थियों के लिए लाभप्रद 
होगी जॉ आर्थिक नीतियों के निर्माण में गणितीय निदर्शों का प्रयोग करना चाहते हैं। 

प्रस्तुत पुस्तक के निर्माण में डा एवं एस अप्रवाल द्वारा लिखी गयी पुस्तक 
वाए०त0लाठव (0 रि>0पर०व्राटघाट$ गा ै३(9८००७४८३॥ 8७०707725 का पूणर सहयोग 
लिया गया है। अर्थमिनीय तिदर्शा के हिल्दी रूपाल्तर के साथ अतेक कमियों का दूर करके 
पुस्तक में आयश्यक सुघार क्ये गए हैं। आर्थिक सिद्धानों तथा प्रमेयों का मरल ढंग से 
गणितीय वियेवन किया गया है| जिज्ञामु शोघार्थियों के उच्च अध्ययन हेतु अर्थमिति सम्बन्धी 
विश्वमनीय प्रन्थें को यथा स्थान पाद टिप्पणी (६060 ॥०(८७) में उद्धत किया गया है। पाठकों 
की सुविधा के किए यथासम्भय हिन्दी पारिभाषिक शब्दों के माथ साथ अप्रेजी के पारिभाविक 
शब्द भी दिये गये हैं। 

लेखक अपन प्रकाशऊ श्री सुरेद्र जी परनामी (आर बी एस ए पब्लिशर्म) का हृदय से 


आभार प्रगट करते है जिन्होंने बड़े परोश्रम एय ठत्माह हि 626 है 62 8789£॥ सम्म्र्ण 
प्रकाशित करने 8९ ३० 
प्रकाशित करने का प्रबन्ध किया है। ५0१०८“ - ५ 
प्राइकों से नग्न निवेदन है कि पुस्तक के प्रति अ सुझाव दकर अनुपेहित 
क्रें। कक डा | 
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प्राक्क्थन 
[#ए०7०८४००) 
“एक निदर्श (०४८) आर्थिक प्रक्रन (800॥ण76 एाद्शभगण्णह) हेतु 
सुव्यव्रस्थित रूपा प्रदान करता है।”” जी मियर (5 !शल्ाल्त) 


क्सी निदर्श वी सरचना करने से पूर्व हमें उन कल्पनाओं (95६छ॥ए0095) अथवा 
मान्यताओं को लेवा पडता है जिनके द्वारा आर्थिक प्रक्रान सचालित होता है। इन मान्यताओं 
पर आधारित आर्थिक सम्बन्धों को गणितीय सूत्रों के रूप में परिवर्तित करते हैं। जिसके 
अन्तर्गत अनेक समीकरर्णों की रचना की जाती है तथा उनको हल किया जाता है। आर्थिक 
सम्बन्धों का विवेचन इन गणितीय समीकरणों वी सहायता द्वारा क्रिया जाता है। आर्थिक 
सम्बन्धों को ज्यामितीय, ब्वीजगणितीय अधवा सरल गणित द्वार प्रदर्शित किया जा सकता 
है। यह एक कवि के अपने भाव को कविता के रूप में व्यक्त करने के समान ही हैं। 


देश के विकार के लिए कुछ पूर्प निर्धारित उद्देश्यों की पूर्ति की जाती है। इस प्रकार 
के उद्देश्य पूर्ण रोजगार (७ ८णाए०॥एथा।), राष्ट्रीय आय का अधिकतमीकरण, भुगतान 
का सन्तुलन तथा क्षेत्रीय असन्दुलन का निवारण आदि हो सकते हैं। इन उददैरयों की प्रगति 
हेतु आवश्यक है कि आर्थिक विकास के साधनों के मध्य सहसम्बन्ध स्थापित किया जाये। 
विकास निदर्शों द्वारा इन सहसम्बन्धों के अनुपात तथा साधनों में लाभार्थ परिवर्तन की दिशा 
आदि का ज्ञान सरलतापूर्वक हो जाता है। इन निदर्शों की सहायता से हम आर्थिक प्रक्रमन 
की स्थिति का अध्ययन कर ते है तथा विक्रास को अवरुद्ध कले वाले तत्त्वों को ज्ञात 
कर सकते है। अवशेधक तत्वों के निवारण द्वार विकास बी दर में वृद्धि वी जा सकती है। 
अत आर्थिक विकास का निदर्श निम्नाकित अय्म्था में स्वीकार्य होगा। 


(।) परिवर्तन की घटनाओं का विवरण प्रस्तुत कला। 
(2) आर्थिक विकास में सहायक अथवा बाधक शर्तों का अध्ययन। 
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(3) निर्माण के उपदन्त निस्‍तर विकास की ओर अग्रसर हेतु पूवपिक्षाओं 
(एप्धाध्वुण५५८५) का यथातथ्य निर्देशक । 


इस प्रकार के निदर्श यह व्याख्या करे में भी समर्थ होने चाहिये कि विश्व के कुछ 
देशों ने अपनी ग्रष्टीय-भाय तथा रहन-सहन के स्तर में गतिपर्यूक अत्यधिक वृद्धि फिस प्रकार 
और क्यों की, जबकि अन्य देश प्रथम सीढी पर ही निष्क्रिय अवस्था में ही रह गये। 

वर्तमान काल में, अर्थशाम्त्रियों द्वागर आर्थिक विकास हेतु प्रयल करना आकस्मिक 
घटना नहीं है। अतीत काल में भी अर्थशाम्त्री आर्थिक विकास की समस्याओं के निवारण 
करने तथा विकाम करने हेतु प्रयल करते थे। वाम्तव में एडम स्मिय (802॥ आग), 
डेविड रिकार्डो [09094 ए।०४०७०), माल्यस [0/9!00$) ठथा अन्य चिझतिष्टित 
अर्थशाम्त्रियों के अध्ययव का यह केन्द्रीय विषय (0८0० 0॥०॥7९) था। इन अर्थशास्तरियों 
के मतानुसार पूँजी-निर्माण आर्थिक विकास का बीज कोष (00८) था, यद्यपि वे निए्तर 
पूँजी निर्माण के भविष्य तथा प्रति व्यक्ति आय के उच्चम्तर के विषय में निराशावादी थे। 
इसका स्पष्ट कारण है उत्पत्ति हास नियम ([.8७ ० 9गराणाकाए8 रेशाणा)5) तथा 
माल्थस का जनसख्या सिद्धान्त (४॥॥7990 शिए८ए९ ० ?०9णेभाणा) का लागू 
होना। पूँजी तथा पूँजी निर्माण किसी देश के आर्थिक विकास हेतु एक महत्वपूर्ण योगदान 
है और आर्थिक वर्दधन प्रतिव्यक्ति पूँजी में वृद्धि से सम्बन्धित होता है। परन्तु अधिक नवीन 
घटनाओं तथा उनके परिणामों द्वारा यह स्पष्ट हो गया है कि आर्थिक विकास के लिये पूँजी 
आवश्यक है, परन्तु बह आर्थिक तिकास की एक पर्याप्त दशा नहीं है। वर्द्धन के लिये केवल 
पूँजी ही आवश्यक तत्त्व महीं है, क्योंकि यदि पूँजी प्राप्त कर ली जाती है, परन्तु उसके प्रयोग 
की उपयुक्त योजना निर्धारित नहीं की जाती है, उस दशा में पूँजी भी व्यर्थ ही नष्ट हो जाती 
है। आर्थिक विकास्त के लिए पूँजी निर्माण के साथ-साथ तकनीकी ज्ञान, कुशलता, प्रशिक्षण 
तथा आर्थिक कुशलता के दृष्टिकोण आदि अन्य तत्वों की भी आवश्यकता है। कार्ल मार्क्स 
का विश्वास था कि पूँजीवाद के अन्तर्गत विकास की प्रक्रिया असमान होती है तथा आर्थिक 
वर्द्धन की प्रथम पूर्वापिक्षा पूँजीवाद को ही समाप्त कर देना हैं। नव-चि्प्रतिष्टित 
(१३४८०-०॥७५४०४४५) जैसे मार्शल तथा अन्य सतत आर्थिक उन्नति की सम्भावनाओं के 
विषय में आशावबादी थे, यद्यपि उनके मताउुसार यह उन्नति आउुक्रमिक तथा अविच्किन्न 
प्रक्रिया थी। प्रो श्यूमपीटर ($लाप्राप्ए०।८7) के मठाउुसार आर्थिक वर्द्धन उत्पादों द्वारा 
प्रबर्तित तकनीकी अभिनव परिवर्तन की प्रक्रिया है। 

सक्षेप में, आर्थिक विक्रास का; नि्दर्श, वेफ्फ्त, या किजिक, पा््परिकत स्फ्वत्पों, का 
सास्मात्र है, जिनका एक निर्चित प्रत्याशित अर्थव्यवस्था का विकास कने के सन्दर्भ में 
+अस्तित्व होता है। विकास के निरदर्श का उद्देश्य उन विधियों तथा उपायों की खोज करना 
है, जो कि सदैव बढ़ते हुये रूप में वस्तुओं व सेवाओं के एक ऐसे तारतम्य प्रवाह का 
आश्वासन प्रदात करे में सप्र्व हों तथा जिसके मार्ग में ऐसो सामयिक्र बाधाएँ, उत्पन्न न हों, 
जो कि उक्त प्रवाह को विघटन की दशा की ओर अग्रसर करें। 


अव हम आर्थिक विकास के चित्रतिष्ठित मौलिक निदर्शों की विवेचना करेंगे। 


3 अधिष्ठित आर्थिक विक्रास लिवर्श 





एडम स्मिथ को विकास निरदर्श 
(# 0४7 शफाए'$ छा०एजा। ४०१९) 


एडम स्मिथ ने अपने आर्थिक बिचार्रों को अपनी प्रसिद्ध पुस्तक “4४8 सापयव) 
राव #९ ैंडसवरट दावं ८2२5९ ०४० गा ०/ ८:४/) में प्रस्तुत किये है। उनसे 
पूर्व, भौतिकवादियों (20/50८785) ने भूमि तथा पूँजी को उत्पादन-साधन माना था, परन्तु 
एडम स्मिथ मे अनेक उत्पादन-साधनों के मध्य श्रम को अधिक महत्त्वपूर्ण माना है। उन्होंने 
श्रम-विभाजन पर बल दिया है। इस प्रक्रिया के अन्तर्गत प्रत्येक व्यक्ति अथवा ब्यक्तियों का 
समूह साथ-साथ कार्य करता है, जिम्रके फलम्वरूप उत्पादन, श्रम कुशलता, समय की बचत 
तथा नबीन आविष्कारों मे वृद्धि होती है।' 


एडम स्मिथ के मतानुसार श्रम विभाजन वी दो निम्नाकित परिसीमाएँ है 


(0). पूँजी की प्राप्प मात्रा (पूर्ति पक्ष) [[0५ (९एशाशा। ० 0४७॥४ #4एथ्योकका० 
($०फ॒ए५ ४४८)] श्रम विभाजन स्वय उत्पादन की मात्रा पर निर्भर होता है तथा 
उत्पादन की भात्रा पूँजी की मात्रा पर ज़िर्भा करही है) 

(४) बाजार-विस्तार (माँग पक्ष) [छितला। ० १/ब्वएट८ (8९ण०११ ४06)] 
एंडम स्मिथ का कथन है कि श्रम-विभाजन बाजार के विस्तार द्वारा सीमित होता 
है। इनके मतानुसार, “वस्तु का बाजार सकुचित होने की दशा में (अर्थाद्‌ बस्तु की 
माँग कम होने पर) व्यक्ति एक रोजगाए के प्रति आत्मसाद्‌ हेतु प्रोत्साहित नहीं होता। 

आर्थिक विकास की सचयी प्रक्रिया (('पाणआ0५४९ ?70०४५४४ ० हटणाणा[र 

[0९४७०फणाथा।) 
एडम स्मिथ के मतानुसार किसी देश का आर्थिक विकास तत्काल विकसित नहीं होता 

है, परन्तु यह प्रक्रिया एक सगयावधि के अन्तर्गत सचित होती रहती है। वस्तुओं तथा सेवाओं 

की माँग में वृद्धि तथा पूँजी के सचय की अवस्था में श्रम विभाजन उत्पन्न होता है तथा इसके 
परिणामस्वरूप देश के उत्पादन स्तर में भी वृद्धि होती है। परिणामत राष्ट्रीय आय में भी बृद्धि 
होती हैं, जिसके फलस्वरूप पुन बचत तथा निवेश में वृद्धि होगी। यह विशेषज्ञता 

(5%०००७६७॥०॥) का नेतृत्व करता है। अर्थव्यवस्था के एक क्षेत्र की प्रगति अन्य क्षेत्रों के 

विकास को प्रभावित करती है। इसके परिणामस्थरूप दाह्य मितव्ययताएँ (परिवहन, संचार 

आदि सहित) उत्पन्न होती है। 


व पट, (6 प्राखच६2॥ ७8 ४ढा३ आग 70 ,2्यसम वा ॥8९2 279 &॥८00०0882प्रच१ ० 
0९३९३/४ गिाएडटोए ढशपढ/ ६० ०३९ शाफा०,पध्या [एण व छत ए०७८६ ० ०लीआह९ 
शा चीड 8०5 एथ। णई 08 छ/०0०८४ ०९ हड 0वा |80007 तय 8 0०४९ शर्त 200४५ 
[8 0७० ९०॥प्रगएप्रणा. 60 5फल एथाड ण॑ फट फु०१ए०2 ए जीदए पाढप $ ॥06एण 8५ 
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अस्तु, एडम म्मिथ ने इस बात व्यो बल दिया है कि विकास में अन्त क्षेत्रीय 
([7ल्‍८7-६०८००) सम्बन्ध होता है, जो कि सम्पूर्ण अर्थव्यवम्था में चहुँमुखी प्रगति का नेट्च 
बरता है। 


एडम-स्मिथ निदर्श की आलोचना ((शएलज्मा। ण॑ 06 #0शग $ग्राप 5 
व०्वच) 


इस निदर्श की आलोचराएँ निम्नलिखित हैं 


6). एडम स्मिथ के निदर्श में उद्यमी का कोई योगदान नहीं है। 

(0) एडम स्मिय के मतातुर्साः स्वतस्त्र अन्तर्राष्ट्रीय व्यापार महत्वप्रृग है, पस्लु 
कल्याणकारी राज्य के अन्तर्गत ग़ज्य का हस्तक्षेप आवश्यक है। 

(४३) इस विदर्श में उन काग्णों की उपेक्षा की गई है, जोकि व्यापारिक चढ्रों का नतृत्व 
करते हैं। 

(४) यह निदर्श स्वैतिक अर्थव्यवस्था (900 800॥07५) को स्वीकार कर्ता है, 
अठफब प्राबैगिक अर्थव्यवस्था [0,)0भ7॥0 007००) के विचार को महत्त्व नहीं 
दिया गया है। ै ड़ 


रिका्डो का विकास-निरदर्त 
[हशिाटश00'5 (7० ०००) 


रिकार्ड का विकास निदर्श एडम स्मिथ के विकास निदर्श का परिमार्जन 
(शीश था) है। पसन्‍तु रिब्टर्डो भी अपने विचार सुव्यवस्धित रूप से प्रम्तुत करने में असमर्थ 
रहे। उन्होंने अपने विचार अपनी पुस्तक 7%#6 #क्राटफु७ ए 2०64 इटणाणाए 
॥आब 7०:०४०॥ (86) में व्यक्त किये हैं। मेयर (१६४) एवं वाल्डविन (82407) 
के मतानुसार “एक प्रकार से रिकार्डो का विकास सिद्धान्त उत सम्बन्धों को ही यथार्थ रूप 
में प्रत्मिदित करने का प्रयाम है, जिनको स्मिथ ने व्यक्त किया था, परन्तु बह भी उसवी 
व्याख्या स्पष्ट रुप में प्रस्तुत नहीं कर सके! 


रिकार्डो के समय में, देश की जनसख्या में वृद्धि हो रही थी, कृषि वी उपेक्षा वी जा 

रही थी तथा इग्लैण्ड में औद्योगिक क्रान्ति हो चुकी थी! जिसके परिणाम स्वरूप बचत तथा 

निवेश को प्रौत्साहन प्राप्त हुआ। यद्यपि इग्लैग्ड में पूर्ण गेजगार की स्थिति थी तथापि जनसख्या 

वृद्धि के परिणामस्वरूप उपलब्धियाँ महयी धीं दथा श्रय दें जीवन-म्तर तक ही सीमित थीं। 

हाल ते ही स्वय सिक्ोर्डो को मूल्य ठघा वितरण के निदर्श विकसित करे हेतु वाध्य 
] 





व एप 3 इश्य5ट ग्राध्ली रे सिध्य8505 ४6०05 ण॑ (९२४०एफथ्का स्था ८ 7282746व 85 
प्रा ४!॥ ढव 3एथपए। 40 णियरापरआट ॥8 3 7200५5 (4/0घ 700007च०9 ए:/ 5प्रयाण 
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ड़ अतिष्ठित आर्थिक विकाम्न विरदर्ग 


शुद्ध आगम (आर्थिक आधिक्य) की स़कल्पना (००४०८४४) ही विकास का मूलभूत 
सिद्धान्त है। “'दैयार उत्पाद (5020 7000८) की बाजार-कीमत ठथा मजदूरी स्तर 
पर इसकी लागत का अन्तर समाज का शुद्ध आयम अथवा आर्थिक आधिक्य प्रदाव करता 
है।” 


रिकार्डों के मतातुसार- श्रमिक तथा भू-स्वामी अधिक बचत नहीं करते हैं। पूजीवादी 
वर्ग में ही बचत तथा निवेश की सामर्थ्य है। निवेश में वृद्धि के फलम्वरूप वाह्य मितव्ययताएँ 
उत्पन्न हो सकती हैं। अत पूँजी-निर्माण की दर में वृद्धि हेतु रिकरार्डी मे अधिकतम लाभ पर 
बल दिया है, जिसकी प्राप्ति हेतु निम्नाकित कार्य आवश्यक हैं 


() न्यूनतम मजदूरी (2) कर-छूट (3) स्वतत्र व्यापार। 
यह निदर्श निम्शक्ति दो मूलभूत सिद्धान्तों पर आधारित है 


(४) जनसख्या सिद्धान्त 
(0) उत्पत्ति हास का नियम 


जनसख्या वृद्धि की प्रारम्भिक अवस्था में तो अधिक उपजाऊ भूमि का उपयोग किया 
जाता है, जिसके फलस्वरूप श्रम की सीमात उत्पादकता में वृद्धि होती है तथा पूँजी निर्माण 
की दर में उससे अधिक वृद्धि होती है। परन्तु जनसख्या वृद्धि के साथ, कृषि-उत्पादों की 
माँग में भी वृद्धि होगी। अत श्रम तथा पूँजी की अधिक इकाइयों का उपयोग कम उपजाऊ 
भूमि पर किया जायेगां। अत उत्पत्ति हास का नियम लागू हो जायेगा, जिसके परिणामम्बरूप 
उत्पादन की कीमत में वृद्धि के माध्यम द्वार लगान की उत्पत्ति होगी। लगान में हुईं इस वृद्धि 
के फलम्बरूप श्रम के मजदूरी शेयर में वृद्धि होगी। चूँकि लाभ कुल आगम तथा मजदूरी 
शेयर का अन्तर है, अत लाभ के नि शेष भाग में कमी हो जायेगी। इस प्रकार लाभ की 
दर उस स्तर तक कम हो जायेगी, जबकि जोखिम उठाने के लिये प्रोत्साहन प्राप्त नहीं होगा 
तथा अतिरिक्त पूँजी निर्माण समाप्त हो जायेगां। इस म्थिति को अर्थव्यवस्था की म्यैतिक 
अवस्था (9806 ४432०) कहते हैं। 


रिकार्डो तथा अन्य प्रतिष्ठत अर्थशाम्रियों के अनुसार, 
9<572+ # 

यहाँ 0< उत्पादन अथवा राष्ट्रीय आव ५ 
25 लाभ 


#/< मजदूरी 
अब यदि हम यह मान लें कि / निवेश को, ८, श्रम ड्वारा उपभोग को तथा (: 
दूँजी द्वारा उपभोग को प्रदर्शित करते हैं, तब हम निम्न प्रकार लिख सकते हैं . 
8+-72+ ८५ 
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अथबा 95"/+ ८,,+ ८: 


चूँकि प्रमिक म्वय द्वाए अर्जित सम्पूर्ण मात्रा का उपभोग कर लेता है, जबकि पूँजीपति 
उस मात्रा की बचत करता है, 


अतणए्व, 
70-८८, 


न+ (.+ 0,,- ०. 
लटक ८५ जबकि सम्पूर्ण ८" की बचत वी जाती है 


अत स्पष्ट है कि उत्पादन लाभाश पर निर्भर करता है, जोकि पुन निवेश तथा पूँजी के 
उपभोग पर निर्भर करता है। 


रिकार्डों के विक्कास निदर्श की आलोचना (टाल रण रिल्या00'5 (जज 
3४००८] 


इस निदर्श की मुख्य आलोचनाएँ, निम्नलिखित है 

(१) विश्व के पश्चिमी देशों में, अब माल्थस का जनसख्या सिद्धान्त मान्य नहीं है। 

(2) वर्तमान विज्ञान द्वारा उत्पत्ति के हाप्त नियम को असत्य सिद्ध कर दिया गया 
है। 

(3) यह पूर्ण गेजगार की स्थिति बी कल्पना करता-है, निम्को प्राप्त कला तथा 
विद्यमान एखना सुगम कार्य नहीं है। 

(4) यह निदर्श पूर्ण प्रतियोगिठा पर आधारित है जो कि वास्तविक जीबन में प्राप्त 
नहीं है। 


माल्थम का विकास निर्दर्श 
(छाट्जा। 24095] ० १(४।॥४०५) 


माल्थस ने आर्थिक विकास पर अपने विचार अपनी पुस्तक वधू रण 
2०४।८४ #८०४०४7७ (2820) में व्यक्त किये। उनके मतानुसार आर्थिक विकास हेतु 
प्रभाविद (£77९८४८) मौग आवश्यक है। जनसल्या में वृद्धि के फ्लम्बरूप प्रभावी मौग 
में वृद्धि होती है। परन्तु जनसख्या में प्रत्येक वृद्धि के फलस्वरूप प्रभावी माग में वृद्धि नर्ती 
होगी। अर्थात्‌ इसके लिये अर्थव्यवस्था में उत्पाद के अन्य साधनों की उपस्थिति आवश्यक 
है। अर्धव्यवस्था में श्र की माँग आर्थिक विकाम के लिये सहायक है। उत्पादन के प़म्पूर् 
साधनों के पूर्ण प्रयोग की अवस्था में जनसख्या में अधिक वृद्धि द्वारा आर्थिक विकास में 
वृद्धि नहीं होगी, अपितु इसके द्वारा आर्थिक विकास विपरीत रूप से प्रभावित होगा। इस 


हः 


अतिप्ठित आर्थिक विकास विरदर्श 





प्रकार की स्थिति में, निएन्‍्तर आर्थिक विकास हेतु जनसल्या वृद्धि को नियन्त्रित करना 
आवश्यक है। माल्यस विकास निदर्श में दो मुख्य निष्कर्ष है 


(0) इस निदर्श के अनुसार, औद्योगिक उत्पादन पूर्णतया पूँजी निवेश पर निर्भर होता 


09,560, 
यहाँ. 0, 5 औद्योगिक उत्पादन 
(, औद्योगिक क्षेत्र में पूंजी निवेश 
4/८ 5 पूँजी-निर्गत अनुपात 
समय #के सापेक्ष अवकलन करे पर, 
4० _ «2० , ८१० 
बा बा ब्रा 


[22 
अर्थात्‌ सडक 
तू कक 0, 
ञत 40, _ ५०. 
अत दो ८ दे 


अत ' स्पष्ट है कि औद्योगिक उत्पादन रँजी-निर्माण पर आशित है। 
(४) इस्त निदर्श के अनुसार, कृषि उत्पादन भी भूमि हेतु पूँजी निवेश पर आश्रित 


0०5४ (.,, 8) 
यहाँ, 0, 5 कृषि उत्पादन 
4५, > कृषि श्रम 
जी 
समय ॥के सापेक्ष अवकलन करने पर 
+ 40. 4 ४५, ० ४6 
दा दा. 2 बा ॥7 
चूँकि पूर्णतया की स्थिति में /स्विए है, अर्धाद-नर न्‍्0 


20.० 27% 


अत, 
पा ८४५ व 7 
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यहाँ हा >श्रम की सीमान्त उत्पादकता जो कि समय के साथ हासमान है। 
(० 


त्त्था ्ः >समय के साथ कृषि श्रम शक्ति की वृद्धि की दर। 


अत स्पष्ट है कि कृषि उत्पादन श्रम की सीमात उत्पादकता पर आश्रित है, जोकि 
भूमि हेतु पूँजी निवेश पर आश्रित है। अस्तु, माल्थस ने भूमि सुधार को महत्त्व प्रदान किया 
है। 


मार्क्स का विकास निदर्ग 
(७०णा ४००९ 0० ४४३०) 


मार्क्स का कथन है कि भावी इतिहास का मुख्य स्वप्न उत्पादन का स्वरूप है। उत्पादन 
के ग्वख्प में दो तथ्य निहित हैं 


()) प्रोधौगिकी (7८८)॥॥०।०४५), दा (7) उत्पादक सस्थान। 


महत्त्वपूर्ण ऐतिहासिक परिवर्तन उत्पादन के स्वरूप में परिवर्तन के फ्लम्बरूप होते 
हैं। मार्क्स के मताठुसार विनिमय मूल्यों को निर्धारित कसे हेतु साधन केवल एकमात्र श्रम 
ही है। दो वस्तुओं के विनिमय मूल्य का निर्धारण उनकी श्रम लागत के अनुपात द्वारा किया 
जाता है। 


विनिमय-मूल्य “वस्तु की दूसरी वस्तुओं को क्रय करते की शक्ति! को कहते हैं। 
उदाहएणार्य, वस्तु 4 की श्रम लागत 2 इकाई तथा वस्तु 8 की श्रम लागत 3 इकाई होने 
पर 8 के लिये 4 का विनिमय मूल्य इस प्रकार होगा 44 वस्तु की 2 इकाइयाँ,  वम्तु 
की 3 इकाइयाँ क्रय कर सकती हैं। मार्क्स के मतानुसार पूँजी भी पूर्व में सचित श्रम है। किसी 
वस्तु के उत्पादन हेतु कुल श्रम लागत वर्तमान श्रम तथा पूर्व श्रम का योग होती है। इसी 
प्रकार भूमि के अशदान की गणना श्रप-पण्यें ([.390०७४ 0०४४) के रूप में की जा सकती 
है। अर्थात्‌ वाह रूप से उत्पादन के तीन साधन हैं, पल्तु तीनों को एक ही साथन “श्रम 
लागत के रुप में व्यक्त क्रिया जा सकता है। 


अब श्रम के मूल्य के विषय में क्या कहा जाये? मार्क्स का कथन है कि श्रम शक्ति 
बा मूल्य उन आवश्यक बस्हुपएों का मूल्श है लिरका उस्भोग अभिक करना है। दाप्तप में, 
मार्क्स ने मूल्य के जीविका श्रम सिद्धान्त को विकसित किया है। मार्क्स के मतानुसार श्रम 
की आवश्यक जीविका द्वाग़ श्रम की लागत का निर्धारण होता है। इस प्रकार मार्क्स का मूल्य 
सिद्धान्त रिकार्डो के मूल्य सिद्धान्त के समान है। पस्तु पूजीवाद की कार्य प्रणाली तथा उसके 
भविष्य के विषय में प्राप्त निष्कर्ष विभिन्न हैं। 


9 प्रतिष्ठित आर्थिक विकास निरदर्श 


मार्क्स का मूल्य का श्रम सिद्धान्त यह सिद्ध क्‍से में समर्थ है कि मूँजीवादी 
अर्थव्यवम्था में विगेधाभासों की अधिकता है तथा ये विश्ेध स्वय ही नष्ट होंगे। रिकार्ड 
इसको प्रम्तुत करने में असमर्थ रहे। 


मार्क्स सिद्धान्त के प्रथम चरण का अध्ययन करने के लिये मूल्य सिद्धान्त से शोषण 
के विचारँ [058 ० ०फ/ण६४४०॥) की व्युत्पत्ति व्यक्त कसा है, तदुपरान्त अन्य निष्कर्ष 
प्राप्त किए जा मक्‍ते हैं। मार्क्स सिद्धान्त के अन्तर्गत शोषण का तकनीकी रूप में विशेष 
अर्थ है। हमें ज्ञात है कि प्रत्येक श्रमिक केवल अपने निर्वाह स्तर पर कार्य करना आवश्यक 
समझता है। उदाहरणार्थ, सम्पूर्ण वर्ष में 00 दिन कार्य करना पर्याप् है। पस्तु यदि श्रमिक 
को वर्ष में 365 दिन कार्य करना पड़े तो इसका अर्थ यह है कि श्रमिक के 265 दिन के श्रम 
का पूँजीवादियों द्वार शोषण क्या जा रहा है) 

अस्तु, वास्तविक श्रम-मूल्य तथा श्रमिक को प्राप्त मूल्य के अन्तर क्यो शोषण कहा 
जाता है। यह अतिरिक्त अथवा आधिक्य श्रम 'आधिक्य कीमत” [$9॥05 ५४थ४८)- 
कहलाता है। 

मार्क्स सिद्धान्त के द्वितीय चरण के अध्ययन हेतु 'पूँजी की प्रकृति' वी व्याख्या की 
जाती है। मार्क्स के मतातुसार पूँजी दो प्रकार की होती हैं. ($) चल पूँजी (५४9०० 
८थाश) तथा (0) अचल पूँजी (0०78था( ८४ए॥2)। चल पूँजी कुल भुगतान की गई 
मजदूरी के बणबर है, जबकि कच्चे माल की पूर्ति तथा मशीनों की मर्म्पत हेतु आवश्यक 
पूँजी अचल पूँजी है। इसके अतिरिक्त अचल पूँजी स्वय के मूल्य से अधिक मूल्य प्रदान 
नहीं कर सकती है अथवा इसके द्वाग आधिक्य मूल्य प्रकट नहीं होता, पान्तु चल एूँजी 
श्यधिकय मूल्य उत्पन्न कर सकती है, क्योंकि यह श्रमिकों को भुगतान की जाती है। 

मार्क्स ने पूंजीवाद की कार्य प्रणाली का विश्लेषण करने हेतु तीन महत्त्वपूर्ण अनुपात 
परिभाषित किये है 


(॥) श्रमिक शोषण की दर | का 
यहाँ 5 5आधिक्य मूल्य 

तथा ७४ «चल पूँजी 

(2) पूँजी का कार्बनिक मित्रण < रा ए)े 
यहाँ 0<अचल पूँजी 


तथा 9 > चल दूँजी 
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__ड 
(3) लाभ-दा #&<5 पह्बी हे 
यहाँ < > आधिक्य मृल्य 
७५+ («कुल पूँजी 

समीकरण (शा) दो मिम्न प्रकार स्रे लिखा जा सकता है 

न ड/५७ डा र/४ 

.. एछलाएए 7+6५ 
अर्थात्‌ 

की 

लाभ की दर 5 शरण की दे 


।+ पूँजी का कार्यनिक मिश्रण 
प्रमुख निष्कर्ष (व (१०॥७४च०॥७) 


(यदि (६//) शापण वी दा समान एती है तथा (८५४) पूँजी के 
कार्वविक मिश्रण में वृद्धि होती है, तद लाभ की दर में कमी होगी। 


(0) यदि (5// ) में वृद्धि होती है (परन्तु (८/७) पूँगी के कार्वनिक मिश्रण 
से कम) तब भी लाभ की दर में कमी हो जायेगी। 


(७) यदि ( ,$/५) की वृद्धि ((/५) की वृद्धि से अधिक है, तव यह सम्भव 
है कि दीर्घकाल में लाभ की दर कम हो तथा उस्ते ज्ञात किया जा सकता 
है। 


मार्क्स तथा उसके अनुयायियों ने इसको 'उत्तरवर्ती लाभ-दर का नियम [39 
छझगारमाए शणग-रेआ८] कहा है! इस प्रकार कार्ल मार्क्स द्वारा प्रतिपादित लाभ के 
समाजवादी सिद्धान्त के अनुस्तार, लाभ प्राप्त होने का मुख्य कारण श्रमिकों का शीषण है, 
अर्थात्‌ उद्यमी द्वाम् श्रमिकों के पुस्म्कार का अपहरण है। मार्क्स मे इसे काबूती लूट 
([८8भ5८० 7009८५५) की सन्ञा प्रदान की है तथा इस लाभ को समाप्त काने का सुझाव 
भी प्रस्तुत किया है। इस विपय में मार्क्स का मौलिक तर्क यह है क्कि अस्थायी माँग के 
परिणामस्वरूप पूँजी तथा वस्तुओं के उपभोग में असन्तुलन उत्तन्न होगा। 


पूजीगत वस्तुओं की माँग उपभोग की वस्तुओं की माँग पर निर्भर करती है। श्रमिक 
वर्ग की अधिक वस्तुएं क्रम करने की साम्र्थ्य कम होने के काएण उपभोग की वम्तुओं की 
माँग में कमी हो जायेगी जिसके परिणामस्वरूप उत्पादकों के “अतिरिक्त मूल्य' में वृद्धि होंगी, 
पसतु लाम-दर कम होगी। अतरव, यह पूँजीवाद के पतन हेतु नेतृत्व कौगा। 


2 


एक़-क्षेत्रीय विकास निदर्श 
((276 5९८07 707४9 40 8९५) 


कात-+त5:क्‍.-:क्‍-3--3---.- 

एक अध्याय मे हम कुछ एक-क्षेत्रीय विकास निदर्शों का अध्ययन करंगे। ये निरर्श 
आर्थिक विकास के मिद्धान्तों की विवेषणा करते है। कीन्स का अर्थशास्त्र इन निदर्शों के 
प्रतिपादन में अत्यधिक सहायक स्रिद्ध हुआ है। कीन्स की गुणक तथा त्वरक की सकल्पना 
को आधुनिक आर्थिक विकास निदर्शों की आधारशिला माना जाता है। 


हैरॉड-डोमर के सरल विकास निदर्श 
(क्मफ्रा& प्थ्या०3-0०7० 0एशश) 2००2५) 


दो प्रक्तिद्ध गणितीय अर्थशास्त्री हैरॉंड एव डोगर ने, अर्थ व्यवस्था में निर्यामत एव स्थायी 
विकास हेतु कुछ शर्तों को ज्ञात किया। ये दोनी अर्थशास्त्री स्थायी विकास के गणितीय निर्शों 
की सहायता से शुद्ध गष्ट्रीय आय-वृद्धि की ऐसी दर की खोज कले हेतु प्रयत्नशील थे जो 
कि एक प्रावैगिक अर्थव्यवस्था को प्रति वर्ष सन्तुलन के मार्ग पर बनाये रखने के लिए 
आवश्यक हो। प्रो हैरॉंड ने अपने निदर्श को अपने लेख “4 4) था रक्षा 
7॥#९०7)”में प्रस्तुत किया जो 939 में ॥#208007/८ उप्रगपदवा (0 ९.) में प्रवशशित हुआ। 
जबकि प्रो डोमर ने 0% में अपने निदर्श को अपनी पुम्तक (854) मा #6 7#6०7/ 
र 5८०7०0772 (7०७५४ में प्रस्तुत किया। हैरॉड तथा डोमर के समीकरण प्राय समात्र ही 
है और उनके द्वारा समल निष्कर्ष प्राप्त होते है। इनके विश्लेषण की मुख्य बातें विम्मनलिखित 


है 

() नियमित विकास के लिए निवेश का दोहग योगदान है। निवेश द्वारा आय की 
प्राप्ति होती है तथा पूँजी के भण्डार में वृद्धि करके अर्थव्यवम्था की उत्पादन क्षमता में वृद्धि 
करता है। 

(2) उत्पादन क्षमता में यृद्धि के फलस्वरूप आय-व्यवहार के अनुरूप उत्पादन मे 
वृद्धि होती है अथवा बेरेज्गारी में वृद्धि होती है। 

(3) दीर्घकाल में पूर्ण रोजगार प्रदान करने हेतु आय के व्यवहार की दशा निर्धारित 
की जा सफ़ती है। बेरोजगारी को दूर करने और दीर्घकालीन असन्तुलन से बचाव हेहु आय 
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में इतनी पर्याप्त दर से वृद्धि होना आवश्यर है, जिससे कि वर्धमान पूँजी भण्डार की पूर्ण 
क्षमता का उपयोग हो सफ्रे। अर्थात्‌ आय की वृद्धि की दर वृद्धि की पूर्ण क्षमता दर [रण 
८०्छुभ्दा> 72/5 ० ०७0) होनी चाहिए। 


(4) विकास्त की झन्तुलित दर गुषाक के आकार तथा नवीन निवेश की उत्मादकता 
पए निर्भर करती है। यह बचत की सीमात्त प्रवृत्ति [०:०ाआ% 0 53४6) के बाबर 
है। 


(5) हैगेंड ने विधिन प्रकार की निम्नाकित तीन वृद्धि-दग का उल्लेख क्रिया है 
(१)... विक्वाम अथवा वर्द्धन की वास्तविक दर (80०४६| ए86 ०[ छा0७॥॥) 
(0)... विक्राम अथवा वर्द्धन की अभीष्ट दर (१/क्या8020 ॥46 ए ह्रा००७॥) 


(0) विकाम अथवा वर्द्धन की पूर्ण गजगार अबवा स्वाभाविक दर ॥रिटाह 
गण द्गाए/०॥ध्या) 


नियमित विकाप्त के अन्तर्गत वास्तविक दर तथा अभीष्ट दर में अन्तर होता है 


(9) वास्तविक दर अभीष्ट दर से अधिक होने की दशा में अर्थव्यवस्था अत्यन्त 
भयानक म्फीति की ओर प्रवृत्त होती है। 


(9) वास्तविक दर अभीष्ट दर से कम होने की दशा में अर्ध्ययस्था अत्यन्त 
भयानक ((707708)) अवम्फीति की ओर प्रवृत्त होती है। 


(6) व्यापाग्करि चक्र ([78१० ८५८७९) को रियमित विकास के पथ से विचलित 
माना गया है। 


इस प्रकार यह ज्ञात हाता है कि हैरेंड-डोमर निदर्श की महत्त्वपूर्ण विशिष्टता यह 
है कि इसके अन्तर्पत विवेश प्रक्रिया के दोनों प्रभावों का अध्ययन क्या जाता है- प्रथम 
पूर्तिप|ल (5फए) 5४८) तबा द्वितीय मौग पश्च [छिच्याआ' जँ०) | आय प्राष्ठि हेतु 
पूर्ति प्रभाव दथा उत्पादन क्षमता में वृद्धि ह॒तु माँग प्रभाव मादा जा सक्ञता है। पूर्वकालीन 
प्रतिप्टित निदर्शों में केढत पूर्ति पक्ष का ही अध्ययन क्या गया था। अर्थात एूँजी निर्माण 
अधथया बचत पक्ष पर ही अध्ययन जिया गया था। इसमे विपगीत, म्ीस्स के तिदर्श में पूँजी 
निर्माण में माँग पक्ष को भी व्यक्त किया गया है। अस्तु, विऋाम के पूर्यसालीन निर्श 
एज-पक्षीय निरर्ण थे, जबकि हैरॉंड-डामर निदर्श मे पूजी-सचय के गाना पद्षा बो सम्मिलित 
जया गया है । हैरॉंड-डोमर निदर्श आय के पूर्ण राजगार के सन्तुलन स्तर की स्थिति से प्रारम्भ 
होता है तथा इस स्थिति को निएन्‍्तर विद्यमान रखन पर बल देता है। इस स्थिति जा विद्यमान 
रखने हेतु यह आवश्यक है कि जब पूँज़ी क भण्डार की उत्पादन क्षमता में वृद्धि हों रही 
हो तन वास्तविक आय के परिमाण तथा उम्रक्ी उत्पत्ति में भी उसी दर से वृद्धि ह। अन्यथा, 
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अतिरिक्त धमता उत्पन्न हो जायेगी, जिसके परिणामस्वरूप उद्यमियों को बाध्य होकर ऊथने 
निवेश व्यय में कटौती करनी पडेगी। निदेश द्वारा केवल व्यय में वृद्धि नहीं होती अपितु इसके 
द्वाय अर्धव्यवम्था की उत्पादनक्षमता भी उत्पन्न होती है। अतएव, व्यय के परिणाम तथा निवेश 
द्वारा जनित्त उत्पादनक्षमता के मध्य सन्तुलन होना आवश्यक है। सरल शब्दों में, हैशोंड-डोमर 
निदर्श यह व्यक्त करता है कि पूँजी रचय (निवेश) तथा आय-वृद्धि साथ-साथ ही होनी 
चाहिए, ताकि उत्पादन के पूर्ण रोजगार सम्तुलन स्तर को विद्यमान रखा जा सके। 


हैरॉंड ह'मर निदर्श का अध्ययन दो रूपों में किया जा सकता है 


() स्वैतिक निरदर्श (3802 )४००९७) 
(॥) प्रावैगिक अथवा गत्यात्मक निदर्श [2,70० (०१९७५॥ 


स्थैतिक निदर्श आर्थिक चर्ग (आय, उपभोग तथा निवेश) एम क्षण अथवा एक 
विशिष्ट समय पर अर्थव्यवस्था के अन्तर्गत स्थिति का अध्ययन है, अर्धात्‌ इसमें समय परचता 
(7776 ६) नहीं होती। प्रावैगिक निदर्श अपने चरा बी एक समयावधि में सम्बन्धों का 
अध्ययन है। अर्थात्‌ इसमें समय विलम्बता (77८ 38) होती है। अर्थात्‌ म्थैतिक निदर्श 
एक समय रहित अध्ययन है तथा प्राबैगिक निदर्श का सम्बन्ध समय, परिबर्तन तथा विक्रास 
से है। यह भी उल्लेखनीय है कि स्थैतिक या प्र'वैणिक विश्लेषण आर्थिक्र क्रियाओं वी एक 
विशेष प्रकार की व्यास्या है 

हैरॉड एवं डोमर के स्थैतिक निदर्ण 
(84806 १४००९७ ० प्रथा०4 ॥7000797) 


मान्यतायें (85५७७००४०075 ) 
हैरॉंड-डोमर के स्वैतिक निदर्श वी मुख्य मान्यताएँ निम्नलिखित है 


() आय का पूर्ण रोजगार म्तर विद्यमान है। इसके अन्तर्गत निम्नाक्ित दो विभिन 
विददास दर मानी गई है 

| विकास की पूर्ण क्षमता दर (#णी ८०एब्थां। ट्ञा०पश! 7908) 

(४) जिकास की पूर्ण राजगार दर (&0॥ धा।0०,गशथा। हा०चा) ॥26) 

प्रथम दर, पूँजी का पूर्ण क्ष्मता के साथ निरन्‍्टर उपयेग सुनिश्चित करती है तथा द्वितीय 
दर वर्धित श्रम पूर्ति के पूर्ण राजगार को मुनिश्चित कर « है; इस निदर्श वी मान्यता है कि 
श्रम तथा पूँजी दोनों के पूर्ण रोजगार का सन्तुलन प्रारम्श्कि रूप से विद्यमान है, तथा बह 
विकास दर ही दोनों के वर्धित परिमाण हेतु पूँजी की पूर्णक्षमता का उपयोग तथा श्रम के पूर्ण 


गेजगार को सुनिश्चित करती है। अर्थात्‌ पूँजी-श्रम अदुपात तथा पैजी उत्पादन अनुपात स्थिर 
है 
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(2) इसमें सरकार का कोई हस्तक्षेप नहीं है और न ही यह विदेश-व्यापार है। अर्थात 
बन्द आर्थिक व्यवस्था का अध्ययन किया जाता है। 


(3) निवेश की दर उत्पादन हवा आय-वृद्धि की दर पर निर्भर है। 
(4) मूल्य म्तर तया ब्याज की दर अपरिवर्तित ग्हती है। 


(5) विभिन्न क्षेत्रों में पूर्ति तया माँग एवं निवेश ठथा उत्पादसक्षमता में स्वत समायाजन 
में समय नहीं लगता। 


(6) बचत की औसत तथा मीमात प्रवृत्तियाँ समान है। अर्थात्‌ सम्भाव्य बचत तथा 
वाम्तविक बचत बदावर हैं तथा बचत की प्रवृत्ति स्थिर है। 


(7) पूँजी गुणाक (पूँजी भण्डार तथा उत्पादन का अनुपात, /(/५४) स्थिर हैं। 


(8) बाछित निवेश [राष026 ॥५6&ध7६7) तथा वास्तविक निवेश बग़बर है। 
अर्थात्‌ वाग्तविक बचत (&) 5 वास्तविक निवेश (/) 


इन मान्यताओं में सभी आवश्यक नहीं है, कुछ विश्लेषण को सरल बनाने के लिय 
मात ली जाती है तथा अधिक जटिल विश्लेषण में इनको शिथिल क्या जा सकता है। आय 
(07) निवेश (/)तथा बचत (.5) सभी शुद्ध रूप (६९। ६८॥५८) में परिभाषित की गई है। अन्त 
में, यह मात्रा जाता है कि दीर्घकाल में यह रेखीय है तथा मूल बिन्दु स विचएण करता है। 


डामर का निदर्श [20775 १०0०) 
डोमर ने निम्नलिखित प्रएनों व्या समाधान खोजत हेतु इस निरदर्श की एचना की थी 


चूँकि निबंश द्वारा उत्पादक क्षमतः में वृद्धि होती है तथा आय प्राप्त हाठी है, आय 
और उत्पादक क्षमता में समान वृद्धि हेतु तथा पूर्ण ऐेजपगार की स्थिति को बनाये ग्खने हेतु 
निवेश वी वृद्धि दर क्या होनी चाहिए ? इस विदर्श में उत्पादन क्षमता वो पूर्ति पद्ा के रूप 
में तथा आय प्राप्त कले की क्षमा को माँग पक्ष के रूप में प्रदर्शित किया गया है। ड'मए 
ने इस प्रमस्या का समाधान निम्न प्रकार किया है 


हम मान लें 45 अर्थव्यवस्था के अन्तर्गत निवेश बी वार्पिक दर 
55 नई उत्पादित आब की प्रति डॉलर (08) वार्षिक उत्पादन 
क्षमता 
अर्थात्‌ <* वास्तविक आय की वार्पिक मात्रा में वृद्धि जा कि नवीन उत्पादित 
पूँजी भण्डार (6) के एक डॉलर स उत्पन्न वी जा सकते! 
अथवा 5%_,,4%#& 


20702 ८05 
66& !' 3 
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यहाँ 56 ॥#> वास्तविक आय में वृद्धि 
4 #&5 पूँजी में वृद्धि 


58% 
+--- 5 सीमात पूँजी गुणाक 
न्छ पूँजी गुण 


अथवा निवेश पूँजी निर्गत अनुपात 
अथवा त्वएक गुपाक 


अस्तु & त्वस्क गुणाक अथवा सीमात पूँजी गुणाक का व्युत्क्रम है। उदाह्मणार्य, यदि 
एक डॉलर अतिरिक्त प्राप्त कने के लिए 2 ढॉलए अतिरिक्त पूँजी बी आवश्यकता है, हो 
< का मान ॥/2 अथवा 50% प्रति वर्ष होगा। इस प्रकार एक डॉलर निवेश करने पर उत्पादन 
क्षमता मैं कुल वृद्धि 5 के /गुणा (7 /#7८४ 5) डॉलर प्रतिवर्ष होगी। 


यहाँ यह स्मरणीय है कि नई निवेशित पूँजी का पूर्ण भाग उत्पादन क्षमता में वृद्धि 
हेतु प्रयुक्त नहीं होता है। इसका एक भाग वर्तमान पूँजी अथवा पूर्व में निर्मित सत्र के 
प्रतिम्थापन में व्यय किया जा सक्रता है। यदि ऐसा होता है, (अर्थात, मूल्य हास को नवीन 
निवेश की मात्रा में से घटा देना चाहिये ठथा मान्यतातुसार हमें शुद्ध निवेश पर विचार करना 
चाहिये) तब निवेश में वृद्धि के परिणामस्वरूप उत्पादन क्षमता की वृद्धि ७ के /गुणा के 
अराचर नहीं होगी, परन्तु कुछ कम मात्रा में होगी जिसे हम 6 के 4 गुणा से प्रदर्शित कर 
मक्‍ते हैं। 5 तथा 6 का अन्तर, पूँजी निवेश के प्रति डॉलर के फ्लस्बल्प केबल नवीन 
सो में उत्पादन क्षमता में वृद्धि तथा सम्पूर्ण अर्थव्यवस्था बी उत्पादन क्षमता है। तदतुसार, 

०<5 

अब, 6 का /गुणा उत्पादम में कुल शुद्ध वृद्धि है, जिसको निवेश की प्रत्येक इकाई 
के लिये अर्थव्यवस्था उत्पादित कर सकती है। यह (/0) अर्थव्यवस्था के कुल पूर्दि पक्ष 
को प्रदर्शित करता है। अर्थव्यवम्था का कुल माँग पश्ष प्रसिद्ध वीन्‍्स का गुणक है। अतिरिक्त 
उत्पादन की माँग अतिरिक्त निवेश द्वारा ही उत्पन्न होती है, क्योंकि निवेश द्वाए ही नवीन 
आय प्राप्त होती है। अम्तु, व्यवम्था का माँग पक्ष भी / पर निर्भर करता है। निवेश (4) 
गुणक के माध्यम द्वार आय प्राप्त होती है। 

मान लो निवेश की रिस्पेक्ष वार्षिक वृद्धि दर &/ है, आय की निसपेक्ष वृद्धि 897 
से प्रदर्शित की जाती है तथा & बचत थ्रवृति को प्रदर्शित करता है। तब आय में वृद्धि निवेश 
वी बुद्धि के गुणक (//०) गुणा होगी। अर्थाद्‌ 

आय में वृद्धि * गुणक 24 निवेश में वृद्धि 


अथवा 5४नट्र (60 (2) 
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यह निवेश का माँग पक्ष अथवा माँग प्रभाव है। 


यदि (मान्यतातुसार) अर्थव्यवस्था प्रारम्भिक रूप में पूर्ण ऐेजगार की स्थिति में है तव 
गष्ट्रीय आय उत्पादन क्षमता के बराबर होनी चाहिये। अर्थात्‌ राष्ट्रीय आय तथा उत्पादन 
क्षमता की वृद्धि दर समान होनी चाहिये ताकि पूर्ण रोजगार की स्थिति विद्यमान रहे। अत 
निरदर्श का आधारभूत समीकरण निम्न प्रकार हो जाता है 


8 १576 (22) 
अथवा 26/ - 4० 
छठ 
+ 4 
निवेश का माँग पक्ष निवेश का पूर्ति पक्ष 
अथवा अथवा 
आय मे वार्षिक वृद्धि उत्पादन क्षमता में वार्षिक वृद्धि 
समीका्ण (2 2) को पुन लिखने पर हमें प्राप्त होता है 
522 चनठठ 23) 
4 
यह आधारभूत समीकरण है। 
यहाँ 2 / _ निवेश म॑ गर्पिक निरपेक्ष वृद्धि 
रा निवेश की मात्रा 


< निवेश के विकास बी वार्षिक प्रतिशत दर 
पुन समीकरण (2? ॥) द्वारा हमे प्राप्त होता है 


6 #ल्‍] (७॥) 0) 
8 + 


समाकलन कने से (89 प्राथ्ट्ाआ0०7) , 


6 5 हि (9) 


() का (9) से भाग देने पर, 


27 _ (/०)०7 
३४. (/०४ 
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अथवा “7 ८-८ 
*: कओ । (84) 
अतएब समीकरण (2 4) तथा (2 3) से निम्नलिखित परिणाम प्राप्त करते है 
3४ _47_ 
पल 22 (25) 


समीकरण (2 $) द्वार स्पष्ट है कि पूर्ण रोजगार की स्थिति बनाये रखने के लिये एह 
आवश्यक॑ है कि निवेश तथा आय की वार्षिक प्रतिशत वृद्धि दर ७० के बराबर होनी चाहिवे। 
अस्तु पूर्ण रोजगार का स्तर बनाये रखने हेतु विकास दर निवेश ((/) तथा वास्तविक आय 
()) की वार्पिक प्रतिशत वृद्धि दर (अथवा चक्रवृद्धि ब्याज की दर) स्थिर होनी चाहिये तथा 
यह बचत की प्रवृत्ति तथा निवेश की औसत उत्पादकता (पूँजी गुणाक्त बा व्युत्क्रम अथबा 
त्वए॒क) के गुणनफलन के बगबर होनी चाहिये।' 
सख्यात्मक उदाहरण 
माललो 0 5 उत्पादन क्षमता 5 25% प्रति वर्ष 
७ 5 बचत प्रवृत्ति 5 2% प्रति वर्ष 
;/४5 प्रारम्भिक राष्ट्रीय आय 5 50 करोड़ रूपये प्रतिवर्ष 


पूर्ण रोजगार को बनाये रखने हेतु 
निवेश 50 % रत अथवा 8 करोड के बराबर होना चाहिये। 


पजन्‍तु इस निवेश द्वार उत्पादन क्षमता में वृद्धि होगी। अत 


50 2 72 ,, 25 
उत्पादन क्षमता में वृद्धि ८ /0 5-“7--- २९ <7-_ 5 4 5 कोड रूपये 
वृद्धि 5४०5“ * 


यदि पूर्ण उत्पादन क्षमता का उपयोग होता है, तब राष्ट्रीय आय में 45 करोड रूपये 
की वृद्धि होगी। 


निरपेक्ष वृद्धि (आय में) 
अत , आय में सापेक्ष वृद्धि 5 पद  (अ 0 
आय 
ग्रह बाछ> छा 0 फट छाएीदात ता ज्रॉघ्ग 722८ ० हाएजो) ४४ ॥72ए९5४४५ 0 फा9पाडात 4 


णाफ्राए0५$ $36 ७६ पिएं स्लफा०)ग्रला। 5 096 छाष्टडणाला। (7) गाव 7६४ प्राट्यताठ (| 
अड छछप 28 2 रड१5090 255४4 >डय्टकडकएछ ०९७४ (27 उडाजफउछाप्स 40७७९ पशएट 
ल्वृण्ण 0 06 9704प८ रण एड एा०्कृष्गचरा३ ॥० ३३४४८ 200 एी2 ३५६०६९ जा०५५५एणा> 
॥१५१८अएट्गा [पीट एर्लऊर ् 6 पथ प०थरिटक्षा। 0; 8९८८०: ) 

फछकाभ, 20327 7, 24569)5 एा 2 वी।शण) रण 8०0700० ०) 'पहछ 


3०४६ (957) 
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3506“ ॥2 , 25 
20-70 22 00:25 20:35 
हल [6 ”36 


इम प्रकार आय में प्रतिवर्ष % दी वृद्धि होनी चाहिये ताकि पूर्ण ऐजपार बी स्थिति 
बनी रहे जिससे फि पूँजीगत वस्तुआ वी अधिकता नहीं हो। (ज्ञत है, प्रारम्भिक ग़ष्टीय आय, 
6 तथा 6) 


अर्धव्यवस्था के म्थायी विक्रास के लिये इस शर्त की पूर्ति हागा एक आवश्यक पूबपिक्षा 
हे। विर्मम की दप्ते (आय में वद्धि की दर तथा उत्पादन क्षमता की वृद्धि दग) में कोई विचलन 
होता है, तब पूँजीवादी अर्थव्यवस्था मे अम्धिता अथवा अमन्तुलन उत्पन्न हो जायेया। अनेक 
प्रकार के व्यापारिक चक्र उत्पत्र हागे। उदाहरणार्व, यदि आय में वृद्धि उत्पादनक्षमता वी वृद्धि 
से अधिक है तब, उत्पादनों की सापेक्ष कम्मी हो जायेगी, जिसके परिणामस्वरूप अर्थ व्यवस्था 
में स्फीति की स्थिति उत्पन्न हो जायेगी। इसके व्पिरीत यदि, आय में वृद्धि उत्पादन क्षमता 
की वृद्धि से कम है तब उत्पादन का आधिक्य होगा जिप्तके परिणामस्वरूप अवम्फीति वी 
स्थिति उत्पन्न हो जायेगी। 


समीकरण (2 3) द्वाग स्पष्ट है कि ७ जितना अधिक होगा, उतनी ही अधिक निवेश 
की प्रात्रा होगी, यदि आय का म्तर पूर्ववत्‌ रखना हो। उप्ती प्रकार, ७ जितना अधिक होगा 
उतनी ही अधिक वृद्धि उत्पादन-क्षमता में होगी और इसलिए आय में अधिक वृद्धि होनी 
चाहिये जिससे निष्क्रिय क्षमता [0८ ०१७००) से बचा जा सके। चूँकि आय की वृद्धि 
निवेश की वृद्धि पर निर्भर होती है, अतएव आय में वृद्धि हेतु निवेश में भी वृद्धि करना 
आवश्यक है| निवेश में कितनी और वृद्धि की जावे यह 60 द्वारा ज्ञात की जा सकती है। 
इस प्रकार अर्वव्यवम्था को द्विविधा (0८८७४॥०) का सामना का पड़ता है। यदि आज 
पर्याप्त निवेश उपलब्ध नहीं होता तो आज बेरेजगारी उत्पन्न हो जायेगी, परन्तु यदि आज 
माँग में वृद्धि करने हेतु पर्याप्त निवेश क्रिया जाता है जो कल और अधिक निवेश बी 
आवश्यकता होगी, ताकि वर्धित क्षमता का उपयोग किया जा सके तथा कल होने वाले पूँजी 
के अधिक सचय से बचा जाय। वस्त्‌ अत्यधिक पूँनी के जमाव के फलस्वरूप निवेश में 
कमी और इसलिये परसों (09५ ४८४ [07070%।) मन्‍्दी हो जायेगी। अह यह कहां 
जा सकता है क्रि अर्थव्यवम्था को उसी स्थिति में बनाये खने हेतु उसकी चलन गति वा 
तीव्र होना आवश्यक है, अन्यथा यह नीचे की ओर गतिशील हो जायेगी! उत्त स्थिति के 
विपरीत मन्दी की अवस्था में निवेय आवरबक दर से कम होगा तब वर्तमान स्थिति को बनाये 
रखने हेतु तीव्र विकास की दर से विद्यमात्र क्षमता पर दबाव में वृद्धि होती है हथा निवेश 
को प्रोत्साहन मिलता है जिसके द्वारा उत्पादन की दर में वृद्धि होती है तथा क्षमता पर और 
अधिक दबाव पडता है। अस्तु, बेकार पूँजी को विष्कासित करने हेतु और अधिक पूँजी निर्माण 
करा आवश्यक है (बचत की प्रवृत्ति 6 दी हुई हो अथवा यह मान लिया जाब कि 6 द्वुतगति 
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से नहीं घट रहा है)। पूँजी के अभाव से बचने हेतु निवेश को कम कप्मा चाहिये। अर्थात्‌, 
उत्पादन अथवा निवेश में वृद्धि के फलस्वरूप विक्रय की जानी वाली मात्रा में वृद्धि होगी 
पएतु इसके (निवेश) फलम्बरूप माग मे और अधिक वृद्धि होगी जिससे न्यून उत्पादन 
(एर4४ ए70०४४०४०॥) होगा तथा पूँजी का अभाव हो जायेगा। पूँजी के इस अभाव को दूर 
करते हेतु निवेश में कमी की जानी चाहिये ताकि माँग में कमी हो तथा क्षमता पर दबाव 
कम हो जाये। 

प्रतिष्ठित निदर्शों के विपरीत जोकि स्थिरता की ओर प्रवृत्त होते है अथवा मार्क्स 
के निदर्श के बिपरीत जो कि पूँजीवाद को अपरिहार्य अध पत्तन बी ओर ले जाता है डोमर 
का निदर्श प्रदर्शित करता है कि निरन्तर विकास की ओर अग्रसर हो रही पूँजी व्यवम्था की 
कल्पना के मे कोई अन्तर्निहित तार्किक असम्भावना नहीं है। 


हैरोंड का निदर्श (उ8700 $ (००९) 


'डोमए के समान हैरोंड भी विकास की नियमित दर का अध्ययन करता है तथा उन 
सम्भव प्थों को निर्दिष्ट करता है जिनके द्वारा आर्थिक व्यवस्था विकसित हो सकती है। हैगॉंड 
के कथनातुसार, बचत निवेश के बराबर है (5 5 /)। उनके निदर्श में, अर्थव्यवस्था में वृद्धि 
की दर निम्न समीकरण द्वाए व्यक्त की गई है 


6८5५5 (26) 
यहाँ... 05 आय अथवा उत्पादन * ह्ज्र्की वृद्धि दर 
(० « विचाशघीन स्मयावधि में पूँजी में वृद्धि तथा उत्पादम में वृद्धि का 


अनुपात * न 
89 


3 बंचत की औमत प्रवृत्ति « नि 


समीकरण (2 6) को पुत्र लिखने पर, 
57 98 


# 59% 
अथवा /ब्ड (262) 
समीकरण (68) व्यक्त करठा हैं कि प्राप्त की हुईं अधवा वास्तविक यचत' 
(कुछ 5व्याह9) प्राप्त निवेश ([#-कण्डछा प्रस्थ्आाशशा) के बए्यर है। इस 


समीकरण से निम्नाकित दो व्यावहाएक सम्यर्थों का शञार होता है 
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()) बचत आय-स्तर पर निर्भर करती है। 
(7) निवेश आय की वृद्धि-दर पर निर्भर करता है। 


द्विटीय सम्बन्ध में त्ववण सिद्धान्त (8८८८८गाणा फएग्गाण०) निहित है, अर्थात 
निवेश आय की वृद्धि दर व्गा ममानुप्राती है! अत स्पष्ट है कि उत्पादन की दर में जो वृद्धि 
हो रही है उसमें पूँजी के भण्डार की वृद्धि भी सम्मिलित है जिसके द्वारा उत्पादन की वृद्धि 
प्रम्भव है। 


इसके अतिरिक्त आर एफ हैरॉड ने & तथा / को वाठित रूए (£९-आ॥[2४९॥५९। 
मे स्वीकार क्या है। पूर्ण संजगार को बनाये रखने हेतु पूर्ण रोजगार आय में से बाद्धित 
(06च्रा९8 गण फञौ्शार्ठ 07 ग्राट१066 67 ६४-०»॥९) बचत को वाछ्धित निवेश बी 
समान मात्रा द्वाण प्रतिसन्तुलित कर देना चाहिये। 

अत हैंड के अनुमार, द्वितीय आधारभूत समीकरण, जो क्रि नियमित वृद्धि के 
सन्तुलन को व्यक्त करता है, निम्त प्रकार है 

७,७५5 
यहाँ... 6, + वृद्धि की अभीष्ट दर (एश्ाक्भ०्त 7९ छा हा०चऐ) 
 + पूँजी वी वह मात्रा जो कि उत्पादर की इकाई-वृद्धि हेतु आवश्यक हों। 


वृद्धि की अभीष्ट दर का निम्ल प्रकार परिभाषित क्रिया जा सकता है 

आय-वृद्धि की वह दर सियांद ल्‍ज्ञ) जोकि वर्धित पूँजी स्टॉक के पूर्ण उपयोग 
के लिये आवश्यक हो जिससे कि उद्यमियों को वास्तव में किये गये निवेश द्वाय पूर्ण सन्तुष्टि 
प्रा हो सके। 

इसी प्रकार ८! बह एूँजी अर्थात्‌ पूँजी गुणाक र्त््रि है जो कि उत्पादन के स्तर 


को विद्यमान रखने हेतु आवश्यक है, ताकि उपभोक्ता की आय वृद्धि के फलस्वत््प उपभोग 
की माँग को सन्तुष्ट कया जा सके। अत स्पष्ट है कि, ८ पूँजी वी वह मात्रा है जो कि 
८६ से प्रदर्शित विक्ञास दर को बनाये एखने हेतु आवश्यक है। 


अस्तु, हैरॉड विकास निदर्श के दो महत्वपूर्ण समीकरण निम्नाकित है 
6टज्$ड (2 69) 


तया 6, ८०5 (27) 
अतर् 6056, ८ 
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समीकरण (2 7) की मान्यता है कि अर्थव्ययम्था प्रत्येक समय कीन्स की सन्तुलन वी 
स्थिति में है, जहाँ वाढित निवेश वाछित बचत के बराबर है 


इमका अर्य यह है कि समीकरण (7) केवल एक सम्भव पथ को निर्दिष्ट करता है, 
जोकि नियमित विकास का पथ है। वाम्तव में, अर्थव्यवस्था विकास के बुछ अन्य पर्थों का 
भी अनुसरण कर सकती है। मुख्य निष्कर्ष इस प्रकार हैं 


(!) यदि (5 (विक्रास्त की वास्तविक रर) ८६, (विकास की दर) से अधिक है, 
तब ८! (पूँजी का वास्तविक सचय) का मार ८; (पूंजी सबय) से कम होना चाहिये। इस 
स्थिति में पूंजी की कमी हो जायेगी, पूँजीगठ वस्तुओं की मात्रा उनकी वास्तविक मात्रा से 
अधिक होगी। इस अवस्था में अत्यन्त भयानक स्फीति अन्तगल प्रकट होगा। अर्थात्‌ वाछित 
निवेश बाउित बचत से अधिक होना चाहिये तथा उत्पादन कुल माँग से कम होना चाहिये। 
हमें यह म्मरण रफया चाहिये क्रि प्रो डोमर ने भी निवेश की वृद्धि दर ८ 0 मे अधिक 
होने की सम्भावना पर विचार करते समय यही तथ्य प्रम्तुत क्या है। 


(2) यदि वास्तविक्र आय में विक्रास की अधीष्ट दर की अपेक्षा मन्द गति से वृद्धि 
होती है, अधवा (४ < 6६, तब पूँजी का वास्तविक सचय आवश्यक पूँजी सचय से अधिक 
हो जायेगा, अर्थात्‌ ९> ८, हथा एक अत्यन्त भयानक अवस्फीति अन्तर'ल प्रकट होगा। 
अतएव स्पष्ट है कि वाछित बचत बाछित निवेश की अपेक्षा अधिक होगी तथा उत्पादक 
अपने सम्पूर्ण उत्पादन का विक्रय न कर सकेगे। डोमए का दृष्टिकोण भी इसी प्रकार है, तब 
बह निवेश में वृद्धि की दर ०० से कम होन की मम्भावना पर विचार करता है। 

हैगॉंड के मतानुप्तार- 6 तथा 6,, का अन्दर अग्विर है। यदि 0, 6, से पृथक 
है, तब यह इससे दूर और अधिक दूर होता चला जायेगा तथा अपनी पूर्व स्थिति को कभी 
भी प्राप्त नहीं कर सकेगा। पस्तु हैरोंड ने उत्पादन के विस्तार की एक उच्च सीमा प्रस्तुत की 
है। यह उच्च सीमा “पूर्ण ऐेजगार उच्च स्लीमा” अथवा विकास वी अधिकतम सम्भावित दर 
है। उच्च सीमा श्रम हथा प्राकृतिक साधमों की प्राप्यता द्वारा निर्धारित की जाती है। इस उच्च 
प्वीमा को , द्वारा निर्दिष्ट किया जाता है नधा इसको विक्मास की प्राकृतिक दर भी कहा जाता 
है। समयातुसार, उत्पादन के साधन में वृद्धि ठथा प्रौद्योगिकी प्रगात होने की अवस्था में 
उच्चसीमा परिवर्तित भी हो सकती है। पस्नतु, 





] &,6८च्ठ 
अतएव 


अथवा ड्च््ऊ 
अर्थात्‌ वाछित [57:-20/2) निवेश वाउित बचत के बराबर होना चाहिए। 
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6,5 6,तथा 6 


यहाँ 6, विकास की प्राकृतिक दर (पूर्ण गेजगार की उच्चसीमा) 
6,,* विकाप्त की अभीष्ट दर 
6< विकाप्त की वाम्तविक दए 


हैगॉंड के अनुसार, 0> 6,, की अवस्था में अर्थव्यवस्था की निरन्तर विस्तार होता 
है जब तक कि 6, (उच्च सीमा) की स्थिति पर न आ जाये। साधनों तथा श्रम पूर्ति वी 
सीमाओं के काएण अर्थव्यवस्था में 0, से ऊपर वृद्धि नहीं हो सकती। 


इस उच्च सीमा पर अधिक. समय तक तथा स्थिर अर्थव्यवम्था नहीं रह सकती है। 
इममें कमी हो सकती है अथवा वृद्धि हो सकती है। चूँकि इसमें वृद्धि नहीं हो सकती, अतएवं 
यह विम्न स्थिति की ओर प्रवृत्त होगी, परिणामस्वरूप अति उत्पादन [0५९ फा०१ए९०॥०ा) 
होगा तथा अत्यन्त भयानक बेऐेजगारी उत्पन्न हो जायेगी। 


वास्तव में व्यापारिक चक्र प्रतिवन्धित है, तवा ये अपनी सीमाओं के अन्तर्गत ही 
म्वतनत्र सुप से बिचरण कर सकते है। वृद्धि वी दिशा में 6,, 'पूर्ण रोजगार उच्च सीमा' 
प्रम्तुत करती है क्योंकि अल्पकाल में श्रप तथा पूँजी के अभाव में इसके बिना आय में वृद्धि 
नहीं हो सक्ती। 

अधोगति बी दिशा में, स्वायत्त निवेश द्वारा सीमा निर्धारित की जाती है जोकि 
उपभोक्ता फ्लन का विच्छेद बिन्दु [छा८क: ८५४९० ए00/) होता है। सम्पूर्ण तिवेश वी 
सम्भावना ऋ्णात्मक हो जाती है। अधरिवेश मदद की दर से अधिक नहीं हो सक्रता तथा बाम्टब 
में निवेश का प्रतिस्थापन करता है।* 
सयुक्त हैगेड-डोमर निदर्श (007/07९4 घग्या0त- 9णाथ ४००८) 

हैरॉंड निदर्श को सरलतापूर्वक डोमर निदर्श में रूपान्तरित किण जा सकता है। दोनों 
निरदर्श यह व्यक्त करते है कि पूर्ण प्रेजयार को बनाये रपने हेतु आय के पूर्ण रोजगार स्वर 
में से वाछित बूचत, को बाछित निवेट्रा की समान मात्रा द्वाण प्रति सतुलित कर दिया जाता 
है। मान लो .५' बाछित बचत दथा / वाछित निदेश है। दब, 

5-०५ यहाँ८ बचत वी सीमा प्रवृत्ति 
(४728 > 4857 

त्था बॉ > ४८७ ४ यहाँ४८ पूँजी गुणाक (अथवा त्वरण) 

| ए्5 प्रा25 (:83 803/5८6 #05८ ०णजाड/क्ा।ड 0 $णजट एलंआ ॥0 (0३ थ्ाओं)हा३ 


0306 0/घ८३ म6 98 8/50 ४८६७८० [86 प्रदघ/०6 07286 शाश)४७ 9) ए्रह०/०णण ७ 
क्‍995 गाप॑ फणादा0/ किल्णड 
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नकल 55 5 


अब आबव के पूर्ण रोजगार स्तर पर, 
+ 
रू कः ँ 
अथवा 9 4 25% 4 
डर 
अथवा 2230 (28) 
ः प्र 


अत स्पष्ट है कि नियमित विकास हेतु आय की वृद्धि दर * अदा * ५ 00% प्रति 


2 ए 
वर्ष होनी चाहिये। यह विकास वी दर डोमर के 60 तथा हैरॉंड के (६, के बराबर है। इस 
प्रकार बिकास की सुलित दर गुणक के आकार पर निर्भर करती है, जो कि ७ तथा नवीन 
निबेश ((! था /९) द्वाए निर्धारित होती है। विकास की इस दर से यह आश्वासन प्राप्त 
होता है कि प्रत्येक वर्ष की आय पूर्व वर्ष की आय की अपेक्षा अधिक होती है, जिससे 
पूर्व बर्ष में अतिरिक्त वर्धित क्षमता के फ्लम्बरूप वर्धित उत्पादन का उपभोग किया जा सके। 


स्थैतिक निदर्शों की सीमाएँ ([जग्रा।वाणा 00 $0806 १०३25) 
हैरांड-डोमर के निदर्शों की निम्नलिखित आधारों पर आलोचना की जाती है 


() इन निद्शों में यह मान लिया जाता है कि महत्त्वपूर्ण प्राचल जैसे, बचत की 
सीमात प्रवृत्ति, पूँजी निर्गत अनुपात, पूँजी-श्रम अनुपात, श्रम-निर्गत अनुपात स्थिर है। बाम्तव 
में इन प्राचलों में समयावधि मे परिवर्तन होते है। प्राचलों के इन परिबर्तनों के फलस्वरूप 
नियमित विक्रास हेतु आवश्यक तथ्यों में परिवर्तन होते है। यदि इन अनुपातों में किसी दिशा 
में परिवर्तन होते है तब विकास दर में भी परिवर्तन हो जायेया तथा निदर्श सत्यता को निर्दिष्ट 
नही कर सकेगे जिसके लिये उनकी रचना की गयी है। 


(2) अर्थव्यवस्था की दीर्घकालीन वृद्धि (अथवा विकास) वी व्याख्या के हेतु स्थिर 
उत्पादन फलन की मान्यता अवास्तविक है। दीर्घकाल में श्रम को पूँजी के स्थान पर तथा 
पूँजी को श्रम के स्थान पर प्रयुक्त किया जा सकता है। अत इस स्थिति में, नियमित विकास 
की शर्तें अधिक कठोर नहीं हो सकती है। 


(3) इन निदर्शों द्वारा यह ज्ञात नहीं हो सकता कि मूल्य परिवर्तन से नियमित विकास 
पर क्या प्रभाव पड़ता है। मूल्य में अल्प परिवर्तन अम्थायी अर्थव्यवस्था को स्थायी 
अर्धव्ययम्था में परिवर्तित कर सकता है। अत नीति निर्धाण्ण में ये ठिदर्श अधिक्र उपयोगी 
प्रमाणित नहीं हो सके। 

(4) विकासशील देशों के लिये इन निदर्शों का उपयोग बहुत कम होता है। जिक्रसित 
ईूजीपति देशो में अर्धव्यवस्था की अम्बिरता के निवारण हेतु ये निदर्श अत्यन्त उपयोगी हैं। 
कम विकसित देशों की समस्या “अस्थिरता' नहीं बल्कि 'विकास' है। बद्यपि वेरोजगारी दोनों- 
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विकसित टया विकासशील अर्थव्यवस्थाओं की उभयनिष्ठ समम्या हो सकती है, पस्तु दोनों 
प्रकार की अर्थव्यवस्था वाले देशों के लिये बेरोजगारी के कारण भिन्न-भिन्न है। विकसित देशों 
में वेगेजगारी का कारण प्रभावशील माँग वी कमी है, जिमका प्माधान इन निदर्शो द्वारा सम्भव 
है, परन्तु विकासशील देशों में वेरोजगाती का ऋ्रारण 'विक्रास की कसी” है जिसके समाधान 
हेतु थे निदर्श कोई सुझाव प्रम्तुत नहीं कम्ते। 


(5) इन निदर्शों में चर्रों की समय विलम्बता पर विचार नहीं क्या जाता है, जोकि 
बाम्तविकता से परे है। 


हैरोंड तथा डामर का प्रावैशिक निरदर्श 
[एज्ाग्राग6 )४॑००९ ० पद्या06 थात ऐगाश) 


हैगॉंड तथा डोमर के स्थैत्कि निदश मं बचत तथा निवेश को समान मान लेना दोषपूर्ण 
है। क्योंकि वास्तव में बाछित नियाजित (7५-&॥76) अवस्था में बचत तथा निवेश के मध्य 
अन्तर पाया जाता है! हैरोंड तथा डॉमर के प्रावैगिक निदर्श में उपयोग तथा बचत सम्बन्धों 
में किसी निश्चित समयावधि का विलम्बन [[.28) मान लेते है। म्मणीय है कि निदेश के 
पक्ष में कोई विलम्बन नहीं माना जाता अर्थात्‌ त्वक को यिना कसी समय विलम्बन के 
मान लिया जण्ता है। 


अय हम एक सरल बन्द आर्थिक व्यवम्धा की कल्पना करते है, इस आर्थिक व्यवस्था 
के अन्तर्गत मस्कार की कोई स्पट क्रियाएँ नहीं होटी है (अर्थात्‌ वस्तुओं तथा सेवाओं का 
आयात अथवा निर्यात नहीं होता है)। 


हम निम्म सामूहिक चर्सो पर विचार करते है 
3- बचत ४८ आय अथवा विर्गत 
६5 पूँजी, स्टॉक त़्या 4 शुद्ध निवेश 


अप प्रतीद रूप में इस व्यवम्था की निम्न प्रकार लिखा जा सकता है 


॥) बचत-आय अयुपात अथवा बचत वी औसत प्रवृत्ति को निम्न प्रकार परिभाषित 
किया जा सकठा है 


5 
55 


॥ 4 
अबवबा 559 


(0) पूँडी-निर्गत अनुपात अथवा त्वएण सिद्धान्त को निम्न प्रक्रार परिभाषित किया जा 
सकता है 
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_्छ 
हज 
अथवा ३ 
(7) शुद्ध नि्ेश को मिम्न प्रकार परिभाषित क्या जा सकता है 
45#&६-€&। 
यहाँ गन समय 


(यहाँ इकाई समय का तिलस्वन माना पद्म है) 
सन्तुलन की ग्थिति में, 557 


अथवा ड75#&- <&। 
अथवा 3 5४५३४- ५ १-! 
अथवा 3१:5४ 7४ ४ ;) (29) 


सम्रीकरण (2 9) ही अभीछ प्रावैगिक हैऐंड-डोमर रिदर्ण है, जोकि गुणक (/5) टथा 
त्वप्क (५) को सयुक्त रुप में व्यक्त करता है। 

आय के ज्ञत प्रारम्भिक मात्र के लिदे, इस प्रिदर्श द्वगा त्रिक्राम-पथ को निर्धारित 
किया जाता है। विकास-पय के निर्धारण हेतु समीकरण 9 को इस प्रकार लिज़ा जा सकता 
है 


4 


5 ग् ३५ 


यदि प्रार्मिक आव ४८, ह तो क्रमिक समयाविधियो (अर्थत्‌ 75 ,2,3, ) हेतु 
हम ब्राप्त करते है, 





 / यम, (ही 
॥जेड 
5 दे है न हडथ रा 
हर; 555 55 ४ * हक 
ये उ 
है] 3] ५ 93] 
दिए द रनम ५ कि (४-४) १? (४-$)* 
#,5-+ श (20) 
बी 7 है 
$ 
अदथया ४, 5 [5 /] ध्ः (2 १0०) 
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समीकरण (2 ॥0) द्वारा स्पष्ट है कि ॥', (प्रारम्भिक आय) का मान ज्ञात होने पर अन्य 
समयावधि के लिये १“का मान किस प्रफार प्राप्त किया जा सकता है। अर्थात बचत-निवेश 
सन्तुलन की दशा द्वारा इस व्ययस्था के अन्तर्गत क्रिया स्तर [[,८४८! ण॑ ्णाधा५) अथवा 
% का मान ज्ञात किया जा सकता है। इसके अतिरिक्त आय अथवा निर्गत का समय-परथ 
426 प्रकृदि का विकास पथ है, जिसमें आय अयदा क्रिया के म्ठर में निस्‍न्‍्तर बृद्धि होती 
रहती है। 


यह पथ रेखाचित्र | में प्रदर्शित किया गया है। 
५ 
है; 
डे 
ष् कु 79#6# जज 
ड़ #% हैं५,)2% 
] 
रु 
| 
6 धाआक आर. 


॒04६ ?६६।० 2!) 
शस्स्काॉंप्रयिल | 
विक्रान गुणाक को एक से अधिऊ माना गया है अिर्धाद -+-> |) । क्योंकि » 
8 


पूँजी निर्गत अनुपात अथवा त्वर्क सम्भवत इकाई से बड़ी धयात्मक सख्या है, जबकि £ 
बचत दी सीमात प्रवृत्ति इक्राई से छोटी धवात्मक मख्या है। उदाहरणार्थ, यदि 


शेर 48४ 02)/वि- ८ ८: 
४१-७5 4-02 38 
अत॑ ; के मान में वृद्धि के फलस्वरूप (2) जन 4] : में भी उत्तगेत्तर वृद्धि होगी। 
४-५: 3 8/ 


अर्थात्‌ यह समय-पथ के साथ-छाथ परिवर्तित होगा) 
हैरॉंड तथा डोमर के समीकरणों अथवा निरदर्शों की मुलना 
[छुंब्घ०व भात 0094६ हए४७००४६ 07 2/062०५ (९०छ9४४०१) 
यद्यपि यह म्पष्ट है कि हैरोंड तदा डोमर के समीकरण एक समान ही है तथा उनके ड्वास 
समान निष्कर्ष प्राप्त होते है, परन्तु दोनों निदर्गों में कुछ सम्घनता तथा अन्तर भी पाये जाते 
है, जो कि निम्न प्रकर है 


27 एक क्षेत्रीय विकाप्त निर्र्श 


समानत्ता (900८5) 


दोनों निदर्शों की अधिकाश मान्यताएँ, समान है। अर्थात्‌ दोनों निदर्शों की मान्यताएँ इस 
प्रकार है. (॥) पूर्ण गेजगार वी स्थिति को प्राप्त कना, [7) बन्द अर्थव्यवस्था की कल्पना, 
(0) सीमात तथा औसत बचत का बराबर होगा, (६) पूँजी-जमाव द्वारा उत्पादन क्षमता में 
वृद्धि, (४) पूँजी-निर्गत अनुपात की म्थिरता, (श) पूँजी गुणाक की ब्थिर्ता, (श॥) सरकार 
का हस्तक्षेप न होना, (शा॥।) समय बिलम्बन की अमान्यता (स्वैतिक व्याख्या में ) तथा 
वाम्तविक निवेश को वास्तविक बचत के बगबर मानना । 


(2) दोनों अर्थशाम्त्रियों का बिचार है कि पूर्ण ऐेजगार वी स्थिति को बनाये रखने 
हेतु, आय में पर्याप्त वृद्ध होना आवश्यक है, जिससे कि अतिरिक्त उत्पादन का उपभोग किया 
जा सके। 


(3) दोनों अर्थशाम्त्री इस बात पर सहमत है कि निवेश में वृद्धि के फ्लम्वरूप 
उत्पादनक्षमता में वृद्धि होती है ठथा आय में वृद्धि ३/८, के बराबर है। आय वृद्धि की अभीष्ट 
दर समय की प्रति इकाई आय में वृद्धि की दर के समान है। 


अप्तमानता [)557807765) 
दोनों निदर्शों में कुछ महत्त्वपूर्ण अन्तर निम्न प्रकार हैं 


(4) डोमए निवेश को आय की उस वृद्धि से सम्बद्ध करने में अग्रणी रहे है, जोकि 
प्राप्त की जाती है, परन्तु इसके विपरीत हैरॉंड ने उस विधि पर बल दिया है जिसके द्वारा 
निवेश को उत्पादन में उद्यमिर्या द्वारा अतुभवित आय की दर पर लाया जा सके। अर्थात्‌, 
हैगेंड मे अपने निदर्श में पूर्ण ऐजगार वी धाएणा को अप्रनाया है, परन्तु उसको प्राप्त काने 
का मार्ग दर्शन नहीं किया है। 

(2) डोमर ने पूँजी-निर्माण तथा पूर्ण क्षमता की क्रमिक उत्पादन वृद्धि के मध्य 
तकनीकी एव प्रौद्योगिकी सम्बन्ध प्रदर्शित किया है, पस्नतु हैरोंड में उसके शाथ ही, एक ओर 
तो माँग तथा उसके फलस्वरूप चालू उत्पादन तथा दूसती ओर पूँजी निर्माण के मष्य 
व्यावहारिक सम्बन्ध स्थापित किया है। 

(3) हैरॉड ने प्रेरित तथा स्वायत्त निवेश के मध्य भी भेद किया है। प्रेरित निवेश 
(000७0 ॥४८४॥प्रध्या) आय की और उसके फ्लम्बरूप माँग की वृद्धि द्वारा उत्पन्न होता 
है तथा इसका अधिकाश भाग विगत लार्ों द्वाण प्राप्त होता है। स्वायत्त निवेश नवीन 
आविष्काएँ, प्रत्याशाओं एवं सरकारी अतिशिक्ति निवेश आदि के द्वाए प्रभावित होता है। ढोमर 
का मत है कि निवेश के स्वायत्त भाष वी व्याख्या आर्थिक पस्विर्तनों द्वार सम्तोषपूर्वक नहीं 
की जा सकती है। परन्तु हैरॉड ने स्वायत्त भाग को भी छूट दी है तथा उनके अनुसार स्वावत्त 
निवेश को आय के स्तर पर निर्भर किया जा सकता है न कि आय की दर पर। इसी विचार 
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को सम्मिलित करके हैंड ने व्यावहारिक सम्बंध की खोज की जोकि अर्थव्यवस्था के पूर्ण 
रोजपार तथा पूर्णक्षमता में वृद्धि के अनुरूप है। 

(4) हैग्रेंड ने ठीन विकास दरों की धारणा का प्रयोग किया है, ताकि यह निश्चित 
किया जा सके कि पूर्ण रोजगार की स्थिति को प्राप्त करने हेतु कौन सी दर आवश्यक है। 
डोमर केवल एक ही विकास दर पर केन्द्रित रहा है। 

(5) डोमर का निदर्श सन्तुलित विकास की तकनीक पर आधाएति है, पस्तु हैरेंड 
का निदर्श असन्तुलति तकनीक से प्रास्म्प कादा है तथा सन्तुलित अवस्था की ओर अग्रप्तर 
होता है। 

(6) हैरेंड ने सीमात पूँजी-पिर्गत अनुपात तथा त्वरक का ग्रयोग किया है परन्तु डोमर 
ने सीमात पूँजी-निर्गत अतुपात के प्रतिलोभ तथा गुणक का प्रयोग किया है। 

(7) डोमर मे व्यापारिक चक्रों को आर्थिक विकास-पथ का अभिन्न अग मात्रा है, 
पहन्‍्तु हैराड के मतानुसार व्यापारिक चक्रों को आर्थिक विकास-पथ से प्रथक्‌ किया जा समता 
है। 


हैरॉड- डामर का मूल निरदर्श 
[8750 प्थ्ा05 0णराथ ०१६) 


गणित्तीय व्याख्या (१/४प८याबाव्ग 7एपटवशादया। ) 


हैरॉंड-डोमर के मूल निरदर्श के अन्तर्गत अर्थव्यवस्था को दो क्षेत्रों में विभाजित महीं 
किया जाता है। इस निदर्श के अन्तर्गत वस्तु-बाजार के सन्तुलन हेतु अध्ययन किया जाता 
है जिसमें बाजार के म्टॉक करने की पूर्ण क्षमता, बचत अथवा निवेश की ओर बाजार का 
प्रवाह तथा श्रम बाजर के सन्तुलय का सरल रूप सम्मिलित है। इस सदर्भ में मान्यता यह 
है कि श्रम-शक्ति में समयाठुसार स्थिर दर से वृद्धि होती है तया वम्हु-बाजार से मांग द्वाप 
इसका पूर्ण उपभोग हो जाता है। पूँजी के पूर्ण राजगार की श्रम के पूर्ण रोजगार से तुलमा 
बी जाती है। प्रश्न यह उत्पन्न होता है कि क्या नियमित विकास दोहरे पृण-नोनगार मापदण्ड 
(0०6 णी-ढणफ०)ए6व शाल्याणा) के सगत है? 


इस तिदर्श को विभिन्न आर्थिक निर्वचर्नों के अनुसार दो रूपों में विभाजित क्रिया गया 


()) ब्यिर गुणाक पाठान्दर [०० 00८4 ीलथा: एलआए7) 
(9) गुणाक-त्वर्क पाठान्तर [#ण0एावा- 2००९ ८४० /शाञ्ञणा) 


व ॥ 00 भा जीव 86०४०ण४० [फल्ठा> 4970 
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स्थिर गुणाक पाठान्तर [0060 ००लीलद्या एलकआातत) 


यहाँ उत्पादन फलन के गुणाकों को स्थिर माना लिया जाता है, अर्थात्‌ इस प्रकार 
के उत्पादन फलन का अध्ययन किया जाता है जिसके गुणाक स्थिर हों। अर्थात्‌, उत्पादन 
साधन जैसे पूंजी तथा श्रम का उपभोग स्थिर अनुपातों में किया जाता है। आगत-निर्गत के 
मध्य स्थिर सम्बन्ध की मान्यतानुसा/ समस्त चर सतत तथा अवकलन योग्य 
(9//0षथ2००४)८) है। ये चर आय (५) तथा थम शक्ति (0.) है, जोकि समय क॑, प्रति इकाई 
द्वाग निर्धारित होते है। पूजी स्टॉक #( तथा इसके अवकलन [7८7५७॥४8) & के निवेश 
को प्रवाष्ट मान (0% ४०)७८) के रूप में प्रयुक्त किया जाता है। 


बस्तु बाजार के सन्तुलन को पूँजी स्टॉक की पूर्ण क्षमता तथा प्रवाह शर्तों के महत्त्यपूर्ण 
समीकरणों द्वारा व्यक्त कियां जाता है। पूँजी की पूर्ण्मता का समीकरण /#( < 9) है। यहाँ 
» एक स्थिए गुणाक है। प्रवाह शर्त का समीकरण / 5 हर 5 59 है। यहाँ & एक स्थिए गुणाक 
है। प्रवाह शर्त के समीकरण के अन्तर्गत नियोजित बचत हथा निवेश को बराबर माना जाया 
है। श्रम-बाजार का सन्तुलप एक समीकाण द्वाए प्रदर्शित होता है, जोकि श्रम-शक्ति की पूर्ण 
गेजगाए की शर्त को व्यक्त करता है। 


अस्तु, हरॉंड-डोमर के मूल निदर्श की स्थिर-गुणाक व्याख्या में निम्नलिखित मान्यताएँ 
(निदर्श के समीकरणों के रूप में ) हैं 


मान्यताएँ अथषा निरदर्श के समीकरण (#55एागएप्चणा$ 0 ९९४४॥०॥$ ० ऐ० 
३8००८) 
द). #ह'. अपवा.. #न्‍्"& 


यहाँ # >पूँजी का भण्डार 
% #पूजी-निर्गत अनुपात 
% «राष्ट्रीय आय (निर्गत) 
इस समीकरण को उत्पादन फलन का समीकरण कहते है। यहाँ स्थिर गुणार + 
उत्पादन (9) वो अन्य उत्पादन साधन पूँजी (#&) से सम्बाधित करता है। 


इनी प्रकार, अन्य स्थिर गुणाक &, श्रम का उत्पः<न स्तर में सम्बन्ध स्थापित करता 
है। अर्धात्‌ 


बम अथवा १ कं न & 
यहाँ. & 5 श्रम-निर्गत अनुपाठ 
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यह प्रत्येक विन्दु (समय) पर उत्पादन की पूर्ण क्षमता को दर्शित करता है। 
(2) शा अबबा /5"35 


यहाँ 4 निवेश 
& 5 बचत की दर 
< -कुल बचत 
इस ममीयरण द्वारा स्पष्ट होता है कि विवश पूँज़ी सम्पत्ति में वृद्धि के बराबर है तथा 
निवेश और बचत गियोजित रूप में बरावर है। 


(3) 252. ८९ 
यहाँ हा श्रम- शक्ति की स्वाभाविक (प्राकृतिक) विकास दर 
4७ 5 प्रागम्भिक श्रम शक्ति 


] 


45 समयावधि 


यह समीकरण ब्यक्त करता है कि श्रम शक्ति में समय के साव चर घाताकी रूप में 
(&99070॥/29) वृद्धि होती है। अर्थात्‌ श्रम की पूर्ति में स्थिर दर # से वृद्धि हा रही है 


52 
£2“- 6 ०४ . 5 
डर 08 4. स्का 


प्राग्म्भिक श्रम-शक्ति 7., से समाकलन (7(687070॥) करने पर हम प्राप्त करते है, 
॥024 2. 02, 7., + #/ 
2८54५ ८१ 
पुन , श्रम के लिये माँग को वस्तु बाजार द्वारा उत्पादन फ्लन के स्थिर गुणाक & 


(जैसाकि प्रथम मान्यता में परिभाषित किया यया है) को उ्रचुक्त करके निधारित क्या जाता 
है। 


ब-चघ3 


अब ४ को स्थिर मानकर यदि ४का मान एक बार ज्ञात कर लिया जाये तब हम 7, 
का सान निकाल सकते है। 
अत श्रम्-बाजार सन्तुलन हेतु निम्म समीकरण आवश्यक है 
4 275३५ ८ 
उपर्युक्त विवरण द्वार हमें ज्ञात होता है कि हैरोंड-डोमर के मूल निदर्श (स्थिए गुणाक 
व्याख्या) में तीन समय चर ४८, /६ एव 7, है तथा इनचा पथ वस्तु-बाजार तथा श्रम-चाजार 
के निम्नलिखित सन्तुटान समीकरणणों द्वारा व्यक्त होता है 
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#ब्प४ >5 पूर्ण क्षमता समीक्णप अदवा शर्ते 
>> बचत बराबर निवेश समीकरण (7 ॥) 





4.०7 ४१ -३., ८४ -+ पूर्ण रोजणर सपीकरप अधजा शत 
यह ही अर्भष्ट मान्यताएँ है। 
हल [$0फ7707) 
प्रधम शर्त के अनुसाग, 
मच 


अब 4६6 . ;॥/रखने पर 
क्र 


42 
5775४ क्र 
अथवा. इच+ ०४ ईिहा ध > हर 
अथवा ् हे + उत्पादन (आय) वर्द्धर वी अभीष्ट दर (2 2) 
है 

जिसको प्राय विकास की परिमातिक दर भी कहा जाता है। 
इसी प्रकार 

2 . ६ ४६ - | लिएते पर 

बः क। 

& 

38 दूँजी-बर्द्ध/ की अभीष्ट दर 
त्धा डर श्रम-वर्दन की अभीष्ट दर 


अस्तु, स्मीक्षरण 2 व्यक्त करता है (कि आएस्मिफ उयाएन 2: का सोमे की अप्स्या 


में हम कसी भी समयावधि हेतु उत्पादन-स्तर ज्ञात कर सकते हैं 
#5१४,८०४ (3) 
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अर्थात्‌ आय में घाताकी (&फुणाशा72॥9) रुप में वृद्धि होती है। 
इसके अतिरिक्त, प्रथम मान्यता द्वारा, 


&,5 ०४ 
समीकरण (3) से ४“का मान रखने पर हम प्राप्त करते है, 
,च्एशन्ऊाछी (2 4) 
यहाँ #&,<०९४, 


अंतएव, पूँजी में वृद्धि भी पाताकी रूप में होती है। 
इसी प्रकार, समीकरण ८, 5 ४४१ द्वारा 


अथवा ]08 &5]08 ४+ 08 9 


अथवा: «८. |. ४४ 
बा 7 #&॥ 
कि 
अथवा ड्््ज् 
7 
2 पी 
अथवा मे के ह5 वापादन की विकास दर (2 75) 


अतएव, समीकरण (2 5) व्यक्त करता है कि श्रम की विकास दर (श्रम की माँग) 
उत्पादन की विकास दर के बराबर होनी चाहिये। 


पएतु, श्रमशक्ति के विकास की स्वाभाविक दर (श्रम-पूर्ति के रूप में) # है। अस्तु, 
पूर्ण ग़रोजार संहुलन की म्थिति में आधाग्भूत शर्त [कत॥रथ्याश (0०ारााणा) 
अग्रलिखित है 


हत्रय ज्क (2 6) 
7; 
* + 
विकास की अभीष्ट दा विकास की स्वाभाविक दर 


आवश्यक समीकरण (2 6) के सतुष्ट होने की स्थिति में, तीनों चर्यों - 7, # तथा 
[.- के नियमित विकास पथ निम्त प्रस्तुत किए जा सकते है 
ण़्च्ड््ला 
द््ल्ख््ला (27) 
प,>. ०४ 


33 एक-क्षेप्रीय विजय रिरदर्श 





यहाँ 8 क्या 
५. 
यह म्मरणीय है कि हल के प्रतिपादन में स्थिर गुणाक ४ प्रकट नहीं होता है। प्रारम्भिक 
मान ४५ ॥६, तथा /,, उत्पादन फलन द्वारा उपयुक्त रूप से सम्बन्धित होने चाहिये, अर्थात्‌ 
3, 5 ४४५ तथा 7, 5 ४), ) अत यहाँ ४हवा >दोगें की आवश्यकता है। उदाहरणार्थ, 
यदि 2, को स्वतत्र ग्रारम्भिक शर्त (श्रम शक्ति द्वारा दिय्या गज) मान लिए जाने पर नियमित 
विकास वी अवस्था के पथ ॥ को /,, के पर्दों मे निम्न प्रकार लिखा जा सकता है 


ध्य 6३८ 
है 
#,5-7., ८ (2 48) 
प् 
१4५८ 
यहाँ 85 ;; हू 
यहाँ स्थिर गुणाक »का निर्वचन महत्त्वपूर्ण है, क्योंकि इसके द्वाय ही हैगोड-डोमर के 
मूल निदर्शों के दोनों रूपों (व्याख्याओं) का अन्तर ज्ञात होता है। यहाँ पूर्ण क्षमता की मान्यता, 
अर्थात्‌ & « ४४, को ै< रच समझा जाता है, दूँगी स्टॉक #( का मान ज्ञत होने पर 
उत्पादन की पूर्ण क्षमता 9”होगी। यहाँ अनुपात 
2 उत्पादन क्षमता | 
». स्टोंक क्षमता 
अर्थाद, यह पूँजी-निर्गत अनुपात नहीं है, अपितु इसको निर्गत-पूँजी अनुपात कहा 
जाता है। 
गुणक-त्वरक पाठान्तर (४०॥०छ्ञाटए- #6०७लरण एशज्ञणा) 
इस पाठान्तर के अन्तर्गत स्थिर गुणाक # की विभिन्न व्याख्या पूँजी-निर्गत अनुषात 
अथवा त्वएक के रुप में की जाती है। यहाँ वम्तु-बाजार निम्तर क्मीकरण को ग्रहण करता 
है 
रण 
अर्थात्‌ वौंछित पूँजी-स्टॉंक उत्पादन का एक स्थिर गुणन (ए०४रशशा ए्रणपरफ्ठाड) 
है। इस अनुपात को वृद्धि रूप में लिखा जाता है, ताकि 
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8६5४७ ऐ 
्वाक 27 दूं मरमत 
अथवा ४० वृद्धि रूप में [00८॥6॥॥2) पूँजी निर्गत अनुपात, 
कं 


अर्थात्‌ बाछित पूँजी-स्टॉक में परिवर्तन उत्पादन में परिवर्तन का एक गुणक (४) है। 
वस्तु बाजाए की उपर्युक्त मतुलन शर्त को निम्त प्रकार लिखा जा सकता है 
तए45 ४, यहां /54#& 


अर्थात्‌, त्वरण सिद्धान्त के अनुमार यह एक निवेश फलन हो जाता है तथा पूँजी म्टॉक 
(६) का काई स्पष्ट सन्दर्भ नहीं रह जाता | अस्तु इस रुपात्तर वी सतुलन शर्तें निम्मलिखित 


है 


/5ए8 2 > निबेश पलन शर्त 
]55$५४ -> निवेश बदावर बचत शर्त (2 ॥9) 
॥> एक -> पूर्ण रोजगार शर्त 
हल * 
पूर्वगामी विधि के अनुसार, हम निम्नाक्ति हल प्राप्त कर सकते हैं 

१5१.,८* 

7० (20) 

मी 

“यहाँ ह्चाब्त 
ए 
प्रारम्भिक मान निलन प्रकार सम्बन्धित है 


0 7359 तथा /.ढ, > ४१ 


अतिरिक्त निवेश के परचात्‌ उत्पादन (आय) में ध गुना वृद्धि हो जाती है, जैसा कि 
प्रवाह शर्त द्वारा स्पष्ट है 
१24 
अबबा 84552 7 


अथवा 8 र्श्न् ०2 
ड़ 
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पिवेश के फलस्वरूप उत्पादन में वृद्धि हो जाती है, त्वस्क भी क्रियाशील हो जाता है 
(75४८ 9) जिसके फलम्बरूप उिपेश में वृद्धि होती है तथा पुन गुणक द्वारा उत्पादन 
में वृद्धि होती है तथा इसी प्रकार यह क्रम चलता रहता है। जब तक किसी बिन्दु पर उत्पादन 
में वृद्धि होती रहेगी तब तक गुणक तथा त्वगक नियमित विकास की अवस्था उत्पन्न करने 
हेतु प्रयुक्त रूप से प्रयलशील रहेगे। 

निष्कर्ष रूप में हम यह कह सकते हैं कि हैग़ोड-होमर के मूल निदर्श के दोनों रूपान्तर 
आर्थिक व्याख्या में भिन्न है, एक स्थिए निर्मत पूँजी अनुपात (7// > १//६) की मान्यता 
पर निर्भर करता है, तथा द्वितीय, वस्तु-बाजार के निवेश फलन के अन्तर्गत, स्थिए बॉछित 
निर्गेत अनुपात (६ 5 #/९/) पर निर्भर करता है। 

गणितीय रूप मैं ये दोनों रूपान्तर समान है तथा नियमित विक्रास का एक ही अनन्य 
(७७७५७८) हल प्रदान करते है, यदि & 5 5/४ व का 

इसके अतिरिक्त, पूर्णणीजगार की शर्त & < ५४ द्वार अबकलन करे पर । 5 कर 


प्राप्त होता है, तथा निवेश फलन / 5 को समाकलन करने पर # »॥ 9प्राप्त होता है। 


समयाबधि विश्लेषण (?८:0९ #॥8।५७५) 

हैऐोड-डोमर के मूल निदर्श के दोनों रूपान्तों को समयावपि रूप में भी व्यक्त किया जा 
सकता है। चर ४८ (उत्पादन अथवा आय) तथा 2, (श्रम की पूर्ति) समयावधि श्रेणी / « 
0,7,2, के प्रबाह चर है तथा प्रारम्भ में पूँजी स्टॉक /६,से निम्न प्रकार सम्बन्धित है 

#, २५१ 
तथा ८ 
मान लो 4 समयावधि में निवेश /,है, 
६5.३०... /#0०7< 

श्रम-बाजाए में, समय बिलम्बन की अनुपस्थिति में, दोर्ना रूणत्तरों के अन्तर्गत 
श्रम-भौँग तथा श्रम-पूर्ति के इस रूप 4, * ४): में व्यक्त किया गया था, यहाँ श्रम-पूर्ति 
की वृद्धि की दर को # के बाबर मान लिया गया था। परन्तु प्रमयावधि रूप में, विकापत 
में असतत संयोजन सम्मिलित रहता है, जिसकी दए शा प्रति समयाजधि होती है। अर्थात्‌ 


मम 
4 
अधवा 7,, | 5२. + 77. 5 (/+ 7274 


यदि प्राएम्भिक श्रम-शक्ति 7., हो तब 


का 
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4../7]+ 777. 
) अब प्रथम पाठान्तर (स्थिर गुयाक पाठान्तर) की पूर्प क्षमता की शर्त विन्‍्नलिखित 


#, 55४, प्रस्देक समयावधि में 
अस्तु, सन्तुलत शर्त की दीर सान्वताएँ निम्नाकित हैं 
&,5 ४५४, - पूर्ण क्षमता 
छू, - #, 55४, निवेश बचत के बराबर है (2 2/) 
4 5 ४४5४, [+ 7. पूर्ण सेजगार 


सर्मीक्रण (2 2)) हैसेड डोमर क मौलिक निर्दर्ग के स्थिर गुजर रुपान्तर (समयावधि 
के कप में) की मान्यताएँ [8५५७॥7ए7005] हैं। 


हल , मान्यताओं के अनुसार, हमे ज्ञाद है, 


4,5४३ 
#, / 5५१ - ४१४ + 
अबवबा #&,-#..] 5 ४४-०४, 5 57.4 
अबबा भ- ४.) 5 30. 
अदबा ४४ ४ ०३४,३ 
अबवा मत <- ६ 5उत्पादन की विकास-दर 
४,- 7, 
अबबा ड् 
लक 
अबबा ४5 (१+ &) ४. 
यदि प्रारम्भिक मन १, हो टो ४ 5 /,2, . रछते पार हम प्राप्त करते है, 
४, 5 ४, ( + 87 > (222) 
इसी प्रकार, 
तन ४३४६ 
नै 73५ ((+ &/, वहाँ 45% 7 
न्[[नच्ह्रा कै ब्यॉ्श्ञा 


यहाँ #५*-75 


37 एक-क्षेत्रीय विक्रास निर्द्ग 
माँग पक्ष की पूर्ण रोजगार शर्त की सहायता द्वारा, 
2.5 ४१४ 
पर (+ है यहाँ १5 9, (+ ४7 
7७ (+हा (224) 
यहाँ ५ ४४५ 
समीकरण (2 24) व्यक्त करता है कि श्रम की माँग में पूर्ण ऐेजगार की स्थिति के अन्तर्गत 
&दः से वृद्धि हो रही है, जबकि श्रम पूर्ति की वृद्धि दर 9 के बाबर दी हुई है। अतण्व यह निरदर्श 
यदि और केवल यदि सगत है 
हत्या (2 25) 
अर्थात्‌ विकास की अभीष्ट दए 5 विकास की स्वाभाविक दर। 


समीकरण 2 25 की सन्‍्तुष्टि की अवम्था में प्लदर्श के सभी चर में नियमित विकास 
होगा तथा उनके विकास पथ के समीकरण निम्ल प्रकार होंगे 


हत ४(+ 67 
न #,(+ 87 (2 26) 


5 7» (+ 87 
यहाँ है न जप 
(7) द्वितीय पाठान्तर (गुणक-त्वर्क रूपान्तर) के अन्तर्गत एक पम्िवेश फलन मात्रा 
जाता है, जो कि स्थिए गुणाक की भिन्न परिभाषा प्रदान करता है। अर्थात्‌ 
45 ४-३७ ) 


वहीँ; . कस सतह _4६, 
० 3] 


837. 
तात्पर्य यह है कि पूर्व काल के उत्पादन (आय) में परिवर्तन द्वार जियोजिंत निवेश स्थिए 
रहता है, अत अमुपात को म्थिर मान लिया जाता है। 
पुत्र , यह भी मात्रा जाता है कि समयावधि ४ में बचत नियोजन निवेश नियोजन के 
अठुरूप है (अर्थात्‌ ॥ 5 50 जो कि पूर्व काल की आव के फलत हैं (अर्थात्‌ ४; 5 
37, .)। अस्तु /समय में बचत, (#7) समय के आय पर निर्भर करती है, अर्थात्‌ 


ई,त 35,557 7 
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अत हैगड-डोमर के मूल निदर्ण के गुणक-त्वस्क रूपान्तर (समयाबधि के रूप में) की 





तीन मान्यताओं के समीकरण उिम्नलिखित है 
॥5 ७५४,- ४...) -+ निवेश फलन 
मल ३ + निवेश बराबर बचत (22) 
2५5 ४१८ 4. (! + 9) _-+ पूर्ण ग्रेजगार 
हल; उपर्युक्त विधि के अनुसार, 
#१- ४) 5 #₹ 50.0 
अथवा 25 00003 & - उत्पादन की विकास दर 
१८] ् 
अथवा 2 [॥।+ 8 3.. 


अब यदि प्रारम्भिक मान )5 ज्ञात हो तव 75 ], 2, . रखने पर हम प्राप्त कर 
सकते है 


४5 (+६)%,।5 १ (+ &7 (228) 
इसी प्रकार, 
405 ४१९ 
*एी 5 (]+8/ यहाँ: ४ (+ 8 
*40५(]+ 8  यहाँ:५5 ४४ (229) 
तथा निवेश बशबर बचत शर्त की सहायता द्वारा, 
45 35% 
5539 (8 + 9 यहाँ ॥। 5 35 [2 + 8" 
जुआ [+ 8, यहाँ॥ 55४ (230) 


हल समीकरण (2 30) प्रथम रूपान्तर के हम समीकरण से भिन्न है। यह अन्तर बचत 
फ्लन /, 5 &; 5 5४. के परिणामस्वरूप है। प्रथम समयावधि में निवेश को बचत के 
बराबर लिया जा सकता है, यह पमयावधि । है तथा ब्रारम्भिक समयावधि में निवेश ८ निरर्श 
के सगत नहीं है। अत नियमित हल के समीकरण निम्नलिखित है 
#5 ४५ (2 + 
434 [+ (2 37) 
454५ [ + हो 
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39 5. न 5 5 अनन्त 


यथा. 
जिदर्श की आलोचनाएँ, (0ए00०57 रण ऐ९ %ण०्ठथ) 

निदर्श की आलोचनाएँ इनवी मान्यताओं पर आधाएिति है 

() निदर्श हेतु यह माना जादा है कि आय का एक स्थिर अतुपात (8 बच्चा क्के 
हूप में रहता है, पएन्‍्तु बचत व्यक्तियों की मुद्रा को एखने की आदत पर निर्भर करती है; 
आदते स्थिर नहीं मानी जा सकती हैं। 

(7) इस निदर्श मे चूँज्ञी-निर्गत अनुपात को स्थिर माना गया है, जबकि प्रौद्योगिकी 
में परिवर्तन के साथ-साथ पूँजी निर्गत अनुपात भी परिवर्तित हो सकता है। 

(00) यह निदर्श श्रम-पूर्ति वी दर को स्थिए मानता है, जो कि बास्तविक विश्व 
में सम्भव नहीं है। श्रम-पूर्ति अनेको उपादानों पर निर्भर करती है। उदाहरणार्थ, सरकार बी 
जनसछ्या नीति, विज्ञान का विकास तथा अनेक सामाजिक एवं आर्थिक उपादान। इन उपादानों 
को स्थिर नहीं माना जा सकता है। 

(४) नियमित विकास हल केवल तभी प्राप्त होता है, जबकि तीन प्राचलों मे निम्न 
सम्बन्ध विद्यमान हों 

5/भ्क् ता 

इस अवस्था को आकस्मिक कही जा सकता है तथा आकस्मिक आधार पर किसी 
लदर्श की रचना नहीं की जा सकती है। 

(५) यदि यह मान भी लिया जाये कि तीनों प्राचल (& ५ तथा (0) शात है, तब 
प्रश्न उत्पन्न होता है कि क्या आधारभूत समीकरण 5/५ 5 ह सन्तुष्ट होदा है। मानलो, 5 
>0] तथा ४5 4 , तव 


अर्थात्‌ सन्तुलन की अवस्था मे, श्रम शक्ति में 2//7% प्रतिवर्ष वी दर से वृद्धि होनी 
चाहिए। पसन्‍दु यदि 55 02 (अथवा 20%) तथा # है 2 तब 85 0% प्रतिवर्ष 
श्रमशक्ति में 0% प्रति वर्ष वृद्धि दर सम्भव अहीं मानी जा सकती है, ऊते ज्रदर्श असन्तुलित 
है। 
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(श) श्रम-बाजार में सन्तुलन की शर्त का अभिप्राय यह है कि प्राप्य श्रम पूर्ति का 
पूर्ण उपयोग हो रहा है। श्रम दर की उपेक्षा की जाती है। वस्तु बाजार में लाभ दर की भी 
उपेक्षा की जाती है। अतएव हैरंड-डोमर निदर्श अर्थव्यवस्था के अन्तर्गत आय वितरण 
सिद्धान्त से पृथक रहता है। 


रेखीय प्रक्रमन विकास निदर्श 
(6 [लव शि०्ट्रभापरह एकक्‍ल त (7०णफ्ी 


पूर्ण पृष्ठाक्ति अध्ययन द्वाए म्पष्ट है कि हैरॉंड-डोमर निदर्श की कुछ अनम्य 
(शह्टा0) मान्यता है जिनके फलस्वरूप इसकी आलोचया की जाती है। हैरॉंड-डोमर के मूल 
निदर्श का उपयोग करे हेतु कुछ मान्यताओं की अवहेलना की जा सकती है अथवा उनको 
नम्य किया जा सकता है, यह एक अथवा अनेक विधियों द्वारा सम्भव है।' किसी मान्यता 
की अवहेलना की जा सकती है अथवा उसके स्थान पर अन्य मान्यता को प्रतिम्थापित किया 
जा सकता है, ताकि निदर्श की रचना उपयोग करने योग्य की जा सके। 


अधिक आशाजनक विधि है कि & तथा/ अथवा » को विभिन्न मात्र लेने की 
स्वतस्रता प्रदान की जाये, ताझि अभीष्ट पिकास दर (8 * 3/श) के विभिन्न मान सम्भव 
हो सरके। अब हमारी समस्या यह है कि & के विभिन्न मारतों में से कौन सा मान दी हुई 
(0५0) स्वाभाविक विकास दर (9) के बराबर है तथा 5 एव/ अथवा #सगमप्त मान क्या 
है? रेखीय प्रक्रमन निदर्श में इसी समस्या का हल प्रस्तुत करने का प्रयास किया जाता है। 
वर्तमान निदर्श में हम »'के दो वैकल्पिक मान लेते हैं 


हैरोंड-डोमर निदर्श में # का मान को स्थिर माना गया है, अर्थात केवल एक उत्पादन 
फलन अथवा उत्पादन प्रक्रिया का अध्ययन किया गया है। अर्थात, इस निदर्श द्वार 
अर्थव्यवस्था में स्थिर प्रतिफल की कल्पना की जाती है। 


परन्तु ऐेखीय प्रक्रमन निदर्श में इस मान्यता का परित्याग किया जाता है। यह मात्रा 
जाता है क्रि अर्थव्यवम्था में ग्विर प्रतिफल की स्थिति विद्यमान नहीं हो सकती है, परन्तु 
अनेक प्रक्रियाए उपलब्ध है। हमें इनमें से एक का इस प्रकार चयन करा है कि बह श्रम 
विकाप्त की स्वाभाविक दर के लिए उपयुक्त हो। यदि इस प्रकार की एक उत्पादन प्रक्रिया 
प्राप्त होने की सम्भावना नहीं हो तव हम दो अथवा अधिक प्रक्रियाओं को मिश्रित कर सकते 
है, ताकि दो दर्रो में वाछित समानता उत्पन्न की जा सके (अर्थात्‌ हवा) 


व [) स्म हक़ बाव ए8,ए0 हट 6 फ्रीधणाज ० छ8007ग्राए 
छाए-6/ # इणरट), क्‍ीटएातरा जगघतपक 022 964 
(७). एक एच /एडडएघ5८७३ छा 0१० #फ2५९७5 6६ (७07 (0चुमचव दन्‍कतकाप्ट 
2िकमलत पपयाड, 959 


है एक-क्षेत्रीय विक्नस रिदर्श 

हम रेखीय प्रक्रमन प्रकार का एक उत्पादन फलन मान लें जिसके अन्तर्गत दो अथवा 
अधिक उत्पादन प्रक्रियाएँ विशेष रूप से उल्लिखित वी गई हों। इनको पृथकू-पृथक्‌ अथवा 
सामूहिक रुप में भी प्रयुक्त किया जा सकता है। हम यहाँ दो उत्पादन प्रक्रियाओं पर विचार 
करते हैं, यहाँ एक निर्गत (४7) का उत्पादन करने के लिये दो आगत पूँजी (#) तथा श्रम 
(7) हैं। अर्थात्‌ 


हन्ट 
भप्म 
तथा श्र (32) 
घघप्ण 
यहाँ हैशोड-डोमर निदर्श द्वारा & 5 ४7 
सच्प्ो 
तथा ४० 0, ६० 0 


(5 4,2) 
इसको रेखाचित्र की सहायता द्वारा भी व्यक्त किया जा सक्न्ता है। रेखाचित्र 2 एक 
उत्पादन फ्लन अथवा सम उत्पादन /६ को निर्दिष्ट करता है। यह दो विभिन्न उत्पादन 
प्रक्रियाओं के बिन्दुओं 2॥ तथा /% को मिलाता है। यह स्थिर स्तर (मानलो एक इकाई) 
पर उत्पादन हेतु /( तथा /,के विभिन्न सयोर्गों को व्यक्त करता है। उदाहरणार्थ, 
यदि केबल प्रक्रिया / का प्रयोग किया जाये तव एक इयाई उत्पादन करने हेतु पूँजी 
की ॥ इकाइयाँ तथा श्रम वी ॥॥ इकाइयाँ आवश्यक है। अर्थात्‌ बिन्दु #॥ जिसके नियामक 
(॥/, ४0 हैं। इसी प्रकार यदि केवल प्रक्रिया /का प्रयोग किया जाये हब एक इकाई उत्पादन 
करने हेतु पूजी की ७ इकताइयाँ तथा श्रम बी ४» इकाइयों आवश्यक है। अर्थात्‌ बिन्दु £१ 
जिसके निर्देशाक (00-0707090०५) (४७७ ४०) हैं। 
0... 287 020८६55 





9 9 दैाधिद्र३ ८.8980०/ (4) 


।_ 3छ्धव प्रक्रमन शीर्षक, अध्याय का अवलोकन वीजिए। 
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यदि अर्थव्यवस्था में दांनों प्रक्रियाओं का प्रयाग किया जाये अर्थात्‌ कुछ णर्म 4 प्रक्रिया 
तथा कुछ फर्म ॥ प्रक्रिया का प्रयोग करें तब एक इक्माई उत्पादन पूँजी वी » दबादयों तथा 
श्रम की ४ इकाइयों द्वारा प्राप्त होता है। यह सम उत्पाद वक्र पर बिन्दु #?द्वारा व्यक्त क्रिया 
गया है। 


मान लो प्राचल / उत्पादन प्रक्रियाओं के मिश्रग (७७ ए छा00पणाणा 
[#/०८८६५९५)। को निम्म प्रकार निर्धाग्त करता है 


भरत 2५ + (-/)9» (33) 
तथा प्र5/४;+ [2-2)% । 
यहाँ 0<)<] 


अम्तु, इस निदश का विजेष लक्षण यह है क्रि प्राचल ) प्राचल को 0 तथा | के मध्य 
विभिन्न मान प्रदान किये जा सकते है। ये मान दोनों उत्पादन प्रक्रियाओं के मिश्रण के अनुसार 
प्रदान किये जात है, ताकि विकास की अधीष्ट तथा स्वाभाविक दो समान हों। जिम गति 
से) , 0 से | की ओर अग्रमर होता है, उसी गति से + का मान # से ॥ तेक कम 
होता है तथा ६में &/५ से 5/५ (यहों 3 स्थिर है) तक वृद्धि टोती है। इस प्रकार अभीष्ट 
दर के विभिन मात 24, 02, . प्राप्त किये जा सकते है। इन मार्नो में से हमें बिकास की 
स्थाभाविकर दर के वराबर मात्र का चयन करना है। इस समस्या का अन्य नियमित स्थिति 
हल केवल तभी सम्भव है, जबकि 


नीकदछन- (34) 
१८4 भर 


अत यह समीकरण हैलैंड-डोमर निदर्श (यहाँ # <- ) में महत्त्वपूर्ण सशोघन है। 
$ 


यदि समीकरण (34) की सन्तुष्टि होती है, अर्थात्‌ इस सर्मीकरण के हल से (€ * 
ए. प्राप्त होता है, तव नियमित विकास की स्थिति हेतु ) का उपयुक्त मान इस्त प्रकार प्राप्त किया 
जा मक्‍ता है 


. 


5 
75 ल्‍्फाउकणाए 


अथवा 29५+ (-)) रच 


न 


अथवा 3 भक9-) चना 
१८५ 


43 एक-क्षेत्रीय विकास तिदर्श 
ईलनस>++ >> 5 


अथवा # (भ-४घ)चत-->ऊ 
गा 


5 
उ-0<).<। (235) 





५8 २ 


अस्तु, रेखीय प्रक्षमन निदश अनन्य नियमित विकास हल प्रदान करठा है, जिसमें दो 
उत्पादन प्रक्रियाओं का मिश्रण » (3 - ») अउुपात में किया गया है तया ) का मान 
समीकरण (2 35) द्वाण प्रस्तुत किया गया है। 


इस विदर्श की मुख्य कमी यह है कि यह उत्पादन प्रक्रियाओं के उपयुक्त मिश्रण को 
स्थापित करने की विधि प्रम्तुत नहीं करता है। यह उसको बाह्य रूप से स्थापित मानता है। 


सोलोकृन विकास निदर्श 
(5009 ०१6 ण 077ण) 


सोलोकृद विकास निदर्श को प्रारम्भिक नव प्रतिनिष्ठित निर्द्श (8388० |इ८० 
(05४८७ १4०४८) भी कहा ज'ता है। नियमित विक्रास की समस्या को हल करे हेतु सोलो 
की प्रणाली इस मान्यता पर आधारित है कि उत्पादम ग्रक्रियाओं की सख्या अत्यधिक है। 
अर्थात्‌ निर्गत-पूँजी अनुप्रात ५ में निरन्तर परिवर्तन होता रहता है। इस सन्दर्भ में सोलोकृत 
निरदर्श को रेखीय प्रक्रमन निदर्श (दो उत्पादन प्रक्रियाओं सहित) का सामान्यीकरण कहा जात 
सकता है। इम अनुपात कय एक मान ज्ञात किया जा सकता है, जहाँ कि विकास की अभीष्ट 


दर 285 ई श्रम-विक्रास की स्वाभाविक दर के समान हो। वास्तव में, सोलो निदर्श को 


हैगोंड-डोमर निदर्श द्वारा प्रतिपादित किया जा सकता है, यदि इसकी प्रथम मान्यता को शिथि 
किया जाये दथा निदर्श में एक और समीकरण सम्मिलित किया जाये। वम्तु बाजार तथा श्रम 
बाजार के तीनों सन्तुलग समीकरण अपरिवर्तित फ़ते हैं। केवल उत्पादन फलन में परिवर्तन 
होता है। यह निदर्श भी अर्थव्यवस्था में स्थिर प्रतिफल की स्थिति को नहीं मानता है। अत 
उत्पादन करने हेतु पूँजी तथा श्रम को एक 3 द्वारा प्रतिस्थापित किया जा सकता है। 
उत्पादन फलन का नवीन समीकरण इस प्रकार लिखा जा सकता है 


४5 72 
यहाँ जल जूँहिि श्रम अनुपात 
त्याः & ८: 
त्या कक डे पूँञी श्रम अनुपात ्ऊ) 


जबकि / [&) > 0 #का प्रथम अवकलज 
/#*(20 < 0 ४का दितीय अवकलज 
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/(93+-+ ० यदि #-+ 0 
(६) + 0 यदि #> ७० 


अब हैगेंड-डोमर विदर्श की प्रथम मान्यता को प्रतिस्थापित करने पर इस निदर्श की 
मान्यताएँ (सन्तुलन समीकरण) निम्न प्रकर व्यक्त की जा सकती हैं 


>> (#0 पूर्ण क्षमता शर्त 
पुन रू प निवेश बणबर बचत शर्त (97) 
न ८४ पूर्ण ऐेजपार शर्त 
हलः 

यहॉँ >5 7 (४20 
2 ६545 प्रति व्यक्ति पूँजी म्यॉंक 
अथवा 08 &508 &-०2 & 
अथबा 40०2 & 5 ४08 /(- ४)०९ 4 
अथवा... ।46_] 46 व 80 

420 &४/ & 47 
अथवा 340 , ०६ 


227. 
नम ऋष नर यहाँ 25 //, ०“ «» 
४५ हक हल ए 57 


द्वितीय शर्त से कर का मान रखने पर, हमें प्राप्त होता है, 


(६. 8 


] ४६_ 
प्र्क हू फ 
अथवा 48_ ,7 2 ७ 
#बं।. *%##ऋ 
कल 5 हे ५ - 2 हण, ६-72 
€ 04 7 का 
नं 8-९ यहाँ >> (#) 
न दि ध(8-# (38) 


जब सन्तुलन पर & [प्रति व्यक्ति पूँजी) स्थिर (#() हो जाती है, अर्थात्‌ £ अपनी 
अधिकतम सोधा तक पहुँच चुका है तथा प्रत्येक / के लिये स्थिर है, ताकि रा ब्म्0 
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[प्ान्यताजुसार भी ' (&) +3 0 यदि #-++ ७० ] 
अतएज उपमुक्त समीकरण (38) को निम्न प्रकार लिख सकते है 
ग (6) - ह&, 50 बहों टव5० 
अथवा 200०0 _ 7 (2 39) 


रे 
यह समय के साथ प्रति व्यक्ति पूँजी £ का सन्तुलन पथ है। 
सामान्यत समीकरण (39) के एक अथवा अधिक मूल (00/5) हो सकते हैं। यदि 


कोई मूल £ हो तद /% # प्रत्येक /के लिये, निदर्श के सगत एक सन्तुलन पथ है। 


यदि प्रति व्यक्ति प्रारम्भिक पूँजी स्टॉक #, है, तब सन्तुलन पथ इस प्रकार होगा कि 


प्रत्येक समय के लिये प्रति व्यक्ति पूँजी स्टॉक & स्थिर रहे। अर्थात्‌ श्रम शक्ति में स्दाभाविक 
वृद्धि प्रति व्यक्ति सन्तुलित पूँजी स्टॉक के सद्ृश है, जिससे &5 7 हो सके। 


निदर्श के विभिन्न चरों के विकास पथ निम्न प्रकार ज्ञात किये जा सकते हैं 
मान्यतातुसार हमें ज्ञात है 


भी आ 
तथा. #_ (३ 
#> ७०५ 
अथवा #> # /५७०४ 4७:7५ 6४ () 
पुर #/(#) 5 / (७) यहाँ & /& (स्थिएक) 
अथबा ४७7 (#) यहाँ 9 5 % जोकि प्रत्येक / के लिये स्थिगक 
है, क्योंकि / (/७) स्थिग्रक है। 
अब १ «22 
अ्त्क तन 
अघवा ४5% 
अथवा | 25% 2७ फ) 
अत चरों के विकास पथ निम्नलिखित है 
2०% 7७० 
#न्र ०० (240) 


स्च्ख््णो 
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पर समम्त चर में ज्ञात दर # से सतुलन पथ पर वृद्धि हाठी है। यह नियमित विकास 
पथ अनन्य (ण५०९८) होगा, क्योंकि उत्पादन फलन से सुनिश्चित होता है कि (के प्रत्येक 


मान के लिए समीकाण > ८ रे >_ > स्थिगक को सतुष्ट करने हेतु ॥/ का एक और 
३ १4 

फ्ेबल एक ही मान है। 

आेखीय निरूपण [073ट/भगगर॥7८० ऐ०फा25७१४४०॥) 


सोलो विकास निदर्श को आरेख द्वाय भी प्रदर्शित क्रिया जा सकता है। रेखा चित्र 3 में 
उत्पादन बक्र को (४, ४/) तल पर प्रदर्शित किया गया है। 


ह4 3%4 97020(770:9 
#20८६5$ 


3४ 79980८॥08 
2२0८855 


& 5 2१090९7॥0॥ (७४५४६ 





रहा टकातत8 0एहएण फन्‍्हूं) 





दर ६० 
268 0278 (#?27%। (६० ९) 


रेखाचित्र 3 
पान लो उत्पन्न चक्र पर क एक बिन्दु है, जहा उत्पादन प्रक्रिया / (00) ब्ाढाल 
निम्नलिखित है 


हर *-- * निर्मत पूँज़ी अनुपात 


रा 
ए 
ज्ञात स्थिर ढाल < के बएबए ढाल वाला एक अर्धव्यास 07, खीचा, जोकि उत्पादन 
ड 


वक्र को बिन्दु 2, पर काटता है। /२ नियमाक (#&, %) हैं। तब प्रक्रिया # (05) 
का ढाल निम्न प्रकार है 
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अब यह सिद्ध किया जा सकता है कि प्रथम मन्यता के अनुसार #में शूब्य से अनन्त 
तक वृद्धि के फलस्वरूप उत्पादम प्रक्रिया 27 का ढाल निस्‍्तर घटता है। अत उत्पादन 
वक्र पर केवल एक बिन्दु 078, ही एक ऐसा बिन्दु है जहाँ & का मान इस प्रकार निर्धारित 


होता है, ठाकि यह मान समीकरण ल्ट्थि नल न का अनन्य मूल हो। 


कालडोर विकास रिदर्री 
(६४0० १४०4० ०६ (०णए) 


इस निदर्श की व्याख्या कीन्‍्स के मौलिक निदर्ण [888० [(८/॥९७१४॥ १/००८) के 
संदर्भ में भी की जा सकती है। अर्थात्‌ आय-वित्मण का निर्धारण व्यापार में लिये गये निवेश 
सम्बन्धी निर्णयों में सहायक है। सक्रेत रूप में, 


फज्छ-2 अथवा ॥5 ॥/+ 7 

यहाँ 7० आय. ॥/बश्रम.. तथा 75 लाभ 

कालडोर ने इस मान्यता का परित्याग किया है कि बचत की सीमत प्रवृत्ति (9) स्थिर 
है (जैसा कि हैरॉंड -डोमर तथा सोलो निदर्श में मान लिया जाता है)। इन्होंने बचत की 
सीमात प्रवृत्ति को परिवर्तनशील माना है, जोकि श्रम (॥॥) तथा लाभ (/) के मध्य आय 
के बितरण के अमुसार है। अर्थात्‌, 


स्बण्ड+ 5 
द््था 0<€<5&,< & <&€] (244) 
यहाँ 5,5 श्रमिकों की बचत दर 


$ 5 लाभ श्राप्त क्ले वालों की बचत 


कालडोर की यह भी मान्यता है कि श्रमिक पूँजीपतियों के कुल उत्पादन का एक 
स्थिर अनुपात में उपयोग करते हैं। 


इसके अतिरिक्त कालडोर का कथन है कि यह निदर्श उस अर्थव्यवस्था को स्वीकार 
करता है, जिसमें लाभ तथा आय उत्पन कले की कार्यप्रणाली द्वारा पर्याप्त चचत की जा 
सके ताकि उधमी द्वाय निर्धारित निवश सन्तुलित अवस्था में विद्यमान रहे।' 


ह। >जृफल क्०४० ७ 006 णीं 38 ९०००050/ क ध्लीयटी ऐड फ़ल्स॥१०५०७ 0६ फाणडी।ि बणप 
फ्राए0चा6 इृद्ाटाबर्पणा ये धष्ड स्णीफथ्ण! भ्वरणढ5 -. ॥0 02706 (0८ ॥्र्टशणाह्या 
ऋणिनी धाएथएशड्यटएाड 03७28 (0 ए्श/टा०६८ * ै #३207 285 ॥..4. क्रा)लशक 
_ै ९ 3602८ ०६ 22०७०च४८ हतएभए।.. डिटकटऋ श॒ टिवलबरचबट उ2पड दा 
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अम्तु, को 3 4 
अथवा 0 4 
अथबा 375 बढ + बुर 
अथवा 22 000 २४ 
4 र्क ऋ 
(४8 
हक 
नई कह जी 
कण ऋण कर 
-($-%)# (2 42) 


समीकरण (2 42) व्यक्त करता है कि कालडार निदर्श का बचत फलन आबय-बितरण 
पर वीिर्भर करता है। आय-बितगण को बाह्मरूप से ज्ञात मान लिया गया है। इस निदर्श की 
अन्य मान्यताएँ हैरोंड-डोमर निदर्श के समान है 


(0). उत्पादन में स्थिर गुणाक है। अर्थात्‌ & € ४१/ एवं /, 5 ४१४ 
(४) तकनीकी प्रगति नहीं होती है। अर्थाद्‌ «४७७ 8 7 


() श्रम शक्ति में ज्ञात दर # से वृद्धि हो रही है। अर्थात्‌ /77#-/,67 
तकनीकी रूप में इस निदर्श की मान्यताओं को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है 


&«४ए०४ पूर्ण क्षमता शर्त 
पड न 5७ निवेश 5 बचत शर्त (2+%) 


2.5 ४77८ 7., ८४ पूर्ण रोजगार शर्त 
न 2 
यहाँ. 5+ व 
8 &/ + ($- 5७) ्प 


४४ आब अधवा उत्पादन, &< पूँजी, ४८ उत्पादन फलन का गुणाक, ४5 बचत 
की प्रवृत्ति, 2/( 5 # का अवकलज, 2, 5 वर्तमान श्रय, /., 5 प्राएम्भिक श्रम, # रू 
गुणाक। 

हल; उपर्युक्त तीनों सन्तुलब समीकरण अथवा शर्त अथवा मान्यताएँ अनन्य नियमित 
विकास हल उत्पन्न करती हैं, जबकि निदर्श के समस्त चर ४ # तथा 4, की विकास दर 
एके बराबर हें। यह तब ही पूर्ण होगी जबकि विकास की अभीष्ट दर (& 5 3/४) श्रम विकास 
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की स्वाभाविक दर (7) के बराबर हो। हैरॉंड-डोमए निदर्श तथा कालडोर निदर्श में मुख्य 
अन्तर यह है कि यहाँ & स्थिगक नहीं है, अपितु यह प्राचल 2 पर निर्भा काठा है। 2 
+ /27/£८ लाभ की दर है अथवा पूँजी स्टॉक (/() पर प्राप्त होने वाली प्रतिफल की दर है। 


अब हमें 2: का ऐसा मान ज्ञात करना है जो कि समीकग्ण 
न (2 44) 
१8 
को सन्‍्तुष्ट करता हो 
समीकरण (2 44) को प्राचल 7; के पर्दों में लिखने पर 


।७७25& 


अथवा 


अथवा 


अथवा 





अथवा 





का +्ह +॑ ($&- &.) 7 
समीकरण (2 45) द्वारा म्पष्ट है कि, 
| 
अर्थात्‌ # तीन चरों हर $ तथा 9४ का फलन है। इस प्रकार कालडोर निदर्श में एक 


नवीन चर 77 का समावेश हो गया है। 2४ का समावेश कालडोर की एक महत्त्वपूर्ण उपलब्धि 
यहाँ 5; एक स्वतन्त्र चर है जोकि विभिन्न मान 5, 72. ले सकता है तथा हमें 
7औ के उस मात का चयन करता है जोकि नियमित विकास हेतु सहुलन शर्त को पूर्ण करता है। 
अर्थात्‌ 8// 

लाभ दर ह पर यह प्रतिबन्ध है कि लाभ आय से अधिक नहीं हो सकता, क्योंकि मजदूती 
ऋणात्मक नहीं हो सकती है तथा & 5 ४-॥४ अस्तु 


अर्थमिवीय लिर्दर्श 
डक अधच 
अथवा 
अधघबा 
अथवा 


अर्थात्‌ 05:४5 
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क्‍ड 

2४ &53)) 
हु 

0 | 

है. 

० | , 

| म्न्स्ो 


इस प्रकाए 7 की निम्न सीमा 0 तथा उच्च सीमा < है। 
$ 


समीकरण (2 45) में ४ बी दोनों सीमाओं का प्रात रखने पर हमें # की निम्न तथा 


उच्च सीणा इस प्रकार प्राए होती है 


ल्‍ः न + ($- कक 

॥7 * 0 रखने पर 

कर हम (7) # की निम्न सीमा 

# # -; लिखने पर 
| 

हः फ + (8-७) धन 

रत (४) ४ की उच्च सीमा 
अतए्व (॥) तबा (७) से 

का द्प्ड ध् (246) 


समीकरण (24%) कालडोर निदर्श का महत्त्वपूर्ण निष्कर्ष है। स्मरणीय है कि 
हैरोड-ोमर निदर्श के अनुसार & 5 | लिया जाठा है। जबकि कालडोर निदर्श में # का 
मान $,/४ तथा ५,/९ के मध्य कहीं भी हो सकता है। 
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यदि समीकरण (2 46) लागू होता है, तब हम 7 का अनन्य मात्र ज्ञाव कर सदत 
है, ताकि नियमित विकास की स्थिति बने रहे 


अल । 59-55» ९ 
३] 
अथवा गा ॥7-5../ ४ 
&- 5५ 
॥ का मान निम्नतर मान २४ रखने पर, 
॥ 


ड़ 5./०-३5./० _ 0 
3०5० 


इसी प्रकार, ॥ का उच्चतर मान २2 एखने पर, 
ऊ 





मत: >> (247) 
575, ४ 
अतएव, इस निदर्श का आधाएभूत समीकरण निम्त प्रकार लिखा जा सकता है 
बडे क--5../४ 
ड्+ऊ 
ये ण्ड्ए्डर्स (248) 


फ् 


एक विशेष स्थिति (07८ एथ्ञाएटपरौश् 0356 रण |ाध्य८ड) 


यदि सम्पूर्ण लाभ को बचत के रूप में लिया जाये, तब 5६ * ४ अर्थात्‌ लाभ वी दए 
विकास की स्वाभाविक दर के बशादर है। यदि दचत का $ भाग लाभ द्वाए ब्रा होता है, 


तब लाभ बी दर श्रम-विकास वी स्वाभाविक दर का रटि कं ] गुणा होती है। अर्थात्‌ 


7 * - यहाँ विकास की अभीष्ट दर (६) विकास की स्वाभाविक दर के बणवर होती है। सकेत 
रुप में, 


यदि 5छ5,.. 0ड%६४। 
दया 0्ड्वा <€- 2 
श्र 
0 अय ०-५ 
हब, 2<४- +-- 3.०० न न्‍्यता #ल्‍->तंवा गा 
"पु "छा 
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कालड़ोर त्रिदर्श की आलाय "7 | ((70८5॥ र॑ ६0० 2४००८) 


(0)... इस निरश # रपज्य आलोचना यह है कि यह आय-वितएण को शत मानता 
है। आयी *र को बाह्य रूप से निर्धातत किया हुआ माना जता है। 

0). इस निदश जे अनुसार, नियमित विकास की दो सीमाओं के मध्य लाभ की 
दए अनन्य (छ70०८) है, पस्तु यह निदर्श इस बात को स्पष्ट करे में 
विफल हा जात है कि इस अनन्य मान को किम प्रकप प्राप्ठ किया जाये। 

(0) यह हिदर्श रेघाय प्रऊमन निदर्श के समान है। इन दोनों निदर्शों के अन्तर्गत 
एक प्राचल को वाहा शर्तों के अनुसार स्थिर रखा जाता हैं, ताकि नियमित 
विकाप्त की स्थिति रहे। रेखीय प्रक्ृमन तिदर्श में स्थिर प्राचल तकनीकी 
गुणाक $ है तथा कालडोर तिदर्श में यह प्राचल :६ है जो कि स्थिर रखा 
जाता है अथवा नियमित विफास हेतु इसका चयन किया जाता है। इस सन्दर्भ 
में ही दोनो को समान कहा गया है। 

(५) इस तिदर्श को आय-वितएण सिद्धान्त द्वारा पूर्ण किया जाता है, जिसको यह 
दिया हुआ (06॥५८:) मानता है। 

श्रीमत्ती जॉन रोबिन्सन बिकास निरदर्श 
(5 40थ रि००75०7/$ "०७श॥ १४००६) 

जैसा कि हम अध्ययन वर चुके है कि आधुनिक अर्थशास्त्रियों ने आर्थिक बिकास के 
प्रतिष्ठित विचाएे (0]4$आ८० 6०७५) (जतसख्या,, बचत तथा प्रौद्योगिकी आदि के सम्बन्ध 
में ) को विकास निदर्शों के रुप में प्रस्तुत किया है। इसमें उन्होंने कीन्स तथा हैरेड-डोमर 
पारिभाषिक शब्दावली (7'धगत00£9) का प्रयोग किया है। इन निदर्शों को नच-प्रतिष्ठित 
विकाप्त निरदर्श ((२९८०-००७५५४०॥॥ 70५श0)) 700९) कहा जाता है। इसी प्रकार का एक 
विकास निदर्श श्रीमती जॉन शरेबिन्सन ने %55 में प्रकाशित अपनी पुस्तक 486 
व्टपाप्रंवाः्ण्म ए॒ (० में विकसित किया है, जोकि उनके नाम से ज्ञातव्य है। 


निरदर्श की मान्यताएँ (8550॥00॥07$ 06 06 १४०४८) 
श्रीमती जॉन रोविन्सन विकास निदर्श की मान्‍्यताएँ निम्नलिखित हैं: 


(0). बन्द अर्धव्यवस्था के अन्तर्गत पूँजी एवं श्रम केवल दो उत्पादन के साधन 
है। 


(0) उत्पादन करे हेतु पूँजी तथा श्रम स्थिर अनुपात में संयुक्त हैं। 
(70) उत्पादन- प्रौद्योगिकी अपरिबवर्तिद (अथवा स्थिर) रहती है। 
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(५) अर्धव्यवस्था की समस्त आय (9 श्रमिकों (४8९९८ €्था।ध्ा5) तथा 


(श] 


उद्यमियों (लाभ-प्राप्त कर्ता) के मध्य विभाजित है। 


श्रमिक अपनी सम्रम्त आय का उपभोग कर लेते है (अर्थात श्रमिक बचत 
नहीं कम्ते) परन्तु इसके विपरीत लाभ प्राप्तकर्ता अपनी समम्त आय ( लाभ) 
को निवेश में अधवा पूँजी निर्माण में व्यय करते है तथा उस्तका उपभोग 


बिल्कुल नहीं करते हैं। समीकरण रूप में, 


समस्त आय, #-जश्+्च्ट 
यहाँ ३ 5 समस्त आय (उत्पादन) 
४ वाम्तविक मजदूरी-दर 


२.5 श्रम, 7: 5 लाभ-दर तथा /(- पूँजी 


श्रीमती रोबिन्सन के अनुसार- पूजी निर्माण सिद्धान्त में लाभ की दर # महत्त्वपूर्ण 
कारक है। लाभ की दर को हम समीकरण (2 49) द्वाए ज्ञात कर सकते है 


हि ४-७4 
शा 





(2 49) 


समीकरण (2 49) व्यक्त करता है कि लाभ की दर को समस्त भाग, ऋण, समस्त 
मजदूरी तथा पूँजी की मात्रा के अनुपात मे प्रदर्शित किया जा सकता है। अर्थात्‌ प्रति श्रमिक 
लाभ अथवा प्रति व्यक्ति लाभ, प्रति श्रमिक निर्गत तथा वाम्तविक मजदूती के अन्तर के बराबर 


है। अम्तु, 


अथवा 
अथवा 
अथवा 


अथवा 
यहाँ 


अथवा 





>8॥ ०2 


#/, | 
बे ड 


अुकःर-->-+ 


क 
ग्प्त्स ् (/- ४) 
# 75 (१-४7 
न्जेपति व्यक्ति निर्मत (अथवा उत्पादन) 


है >ूप्रति व्यक्ति बैड 
रत (६, 9, घ) 


(2 50) 


(254) 
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जहाँ ;</ (8) 

अर्गत्‌ लाभ की दर श्रम-उत्पादकता (9) वाम्तविक मजदूगी दर (0) तथा प्रति श्रमिक 
पूँजी वी मात्रा (£/ पर निर्भर का सकती है अस्तु, लाभ में वृद्धि वी जा सकती है, यदि 
मज्दूत-दर (४) में कमी होती हो अथवा # के मान में वृद्धि अथवा पूँजी श्रम अनुपात में 
कर्मी होती हो, जबकि साथ ही अन्य चर को स्थिर रखा गया हो। 

पुन समस्त आय (< व्यय) को उपभोग ठयथा बचत दो भार्गों में विभाजित किया 
जाता है। अबात्‌ 

३5८+ ३ 

त़बा 455 

मान्यताओं के अनुसार, चूकि श्रमिक अपनी आय को उपभोग पर व्यय करते हैं, अत 
उपभोग व्यय (८) समस्त मजदूरी आय (॥/) के बराबर है! इसी प्रकार चूँकि उद्यमी अपना 


समम्त लाम निवेग पर व्यय करते हैं. अत. दी हुई समयावधि ६ _. | में छुल एूँजी स्टॉक 
में वृद्धि पूँजी गुषा लाभ की दर के बराबर है। गणितीय रूप में, सन्तुलन शर्त निम्न प्रकार 
है; 


455च"39 
शा डक 
बा 
अथवा डन्ऋड 
अथवा _5 
हम 
222 शहरी... यहीं # «हे (पूँजी-निर्गत अनुपात) 
५ # 4 
अथवा 


नील 2 । 


| 

॥ 
च् छः 

| 

.॥ 


यहाँ + 7 “विकास वी स्वाभाविक दर 
समीकरण (2.52) इस तिदर्श का आधारभूत समीकरण है। इस समीकरण द्वाए स्पष्ट 
है कि यदि एूँजी निर्मत अनुपात उच्च होगा तब लाभ की दर न्यून होगी। 
लाम की दर न्यूड होने के फलस्वरूप पूँजी की पूर्ति पर विपरीठ प्रभाव पड़ेगा 


(उद्यमियों द्वाव बचत को निवेशित करते के काएण) तथा इस प्रकार श्रम पूर्ति (/.) तथा पूँजी 
(८) के अन्तर में वृद्धि होती जायेगी। श्रम पूर्ति में वृद्धि, पूँजी पूर्ति में आउुपातिक वृद्धि महीं 


0 एक-कताद *िमामा विदशा 





होने के परिगफस्वरूप अर्वव्यवस्था में बेरेजाओं में वृद्धि हो जाये) दस प्रकार श्ीसर 
ऐेडिन्सन के कघनतुत्तार, अर्धयवम्था में पूर्व ऐजपर की स्थिति बनाये एउने हेतु पूँजो दिज्ञत 


की अभीष्ट दर ६ _रन ब्रतर विज्ञास वी स्वभाविक दर (80 के बण्वर होरी चाहिए। अपात्‌ 
है 


देह गज (2 53] 


खीमती ऐविन्सर ने इस स्थिति क्ये 'स्वा-ज्ञान' (5ण0ल्‍७ 3९५) की रू प्रदान 
की है, जोकि नियमित विक्ास कया अनन्य हन है, जबकि समस्त लाभ बचत में परिषर्तित 
हो जण्ता है। 

कभी-कभी अर्धव्यउस्धा में असदुलन म्वॉ-कान को अपने एथ से विचल्ित कर 
देता है पस्तु निश्चित शर्तों की एर्ति इरण इसका पुर स्वपछ पर वॉदिस ऋना सभावित 
है। उद्ाहरणर्थ, 


-> 


यदि ह > & "दरें , तब शम की अनिरेक पूर्णि के कराए मुद्रा-मजदूती को 
है 
दर (मूल्पों को स्थिर म'नते हुए) तथा रब ही वास्तविक मजदूर की दर कम हो“। अत 
इसके परिषानस्वरूप लभ की मार में वृद्धि होगी (तदा इसीलिए लाभ दर दरें वृद्धि हो) 
जिसके फलम्वरूप & - में वृद्धि होगी। अब दोनों पुर सम हो जायेगी लथा अर्थ व्यवस्था 
है 

पुन स्वर्ग-काल की अउम्धा प्रा करेगी। 

इसके विपरीत यदि # < & अथवा € > ६ तब सवाल के सतुतन क्ये पुन 
प्रात्न करे हेतु प्रौद्योगिकी में सुघार कस पड़ेंगे, जिसके फलस्वरूप पूँजी निर्त अदुपात उच्चतर 
होगा तथा इससे लपभ वी दए ५ एवं डिकास की अभीश दर में कमी हो?। इस्त प्रकार & 
तथा # पुत्र बराबर हो जायेगे। 

श्रीमती ऐजिन्सन के निदर्श का मुल्य योदन यह है कि इन्होंने प्रतिष्ठित मून्य तथा 
वितरण सिद्धान्त (विशवत रिक्रार्डो तथा मार््स का) को की्स के बचत निदेश सिद्धान्त के 
प्नाय सपटित किया है] अत यह सोचो एव कालडेर के विक्नस निदर्शों पर अतिरेन्‍्दर और 
संशोधन है। 

इस निदर्श की आलोचनाएँ इसकी मान्यताओं पर आधारित हैं। 





४ इज. इठ्ज5 ए०्छजए०५.. उफट (८४/१४/८००४ थ॑ (एम्स 2956 
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मीडे का विकास निर्दर्श 
(थ९३0०८६५ छठाठ्जा १/6०0व०] 


सामान्य नव-प्रतिष्ठित निरदर्श [8 .लाध्थे १७०-००३६55८४ (००९) 

प्रो जेई मीडे (706 ॥ & ॥/८७०८) ने अपने विकास निदर्श में चार उत्पादन 
साधन पूँजी, श्रम, प्राकृतिक साधन तथा प्रौद्योगिकी का अध्ययन किया है। यह निदर्श भी 
श्रीमती रोबिन्सन के निदर्श के समात्र ही है, परन्तु दोनों में अन्तर यह है कि श्रीमत्ती रोविन्सन 
मे 2 उत्पादन साधनों का अध्ययन किया है। 
निदर्श की मान्यताएँ, (85५७ग०0075 ० फ८ )४००८) 

() अर्थव्यबः्था के अन्तर्गत मूल्य स्तर अपरिबर्तित रहता है। 

(7) अर्थव्यवस्था के अन्तर्गत वर्दमान प्रतिफल का नियम प्रभावी नहीं है। 

(70) उत्पादन साधनों की उत्पादकता स्थिर है। 

(५) अर्थव्यवस्था के अन्तर्गत पूर्ण गोजयार बी स्थिति विद्यमान है। 


(५) अर्थव्यवस्था के दोनों बाजारों- वस्तु बाजार तथा श्रम बाजार- में पूर्ण 
प्रतियोगिता विद्यमान है। 


इस निदर्श के अनुसार शुद्ध उत्पादन (आब) “9” जिम्नाकित चार मुछ्य साधनों पर 
निर्भर करता है 


(9). पूँजी का शुद्ध स्टॉक (/() उत्पादन के उपकरणों के रूप में, जेसे- मशीन 
आदि। 

(0). श्रम-शक्ति (.) 

(०) प्राकृतिक साधन भूमि सहित (४) 

(0) तकनीकी ज्ञान (79 

अतण््व उत्पादन फलन निम्न प्रकार लिखा जा सकता है 

2-7 6& /., ४, 77 (2 54) 

पुन इस निदर्श की मान्यता यह है कि समाज को प्राप्य भूमि दया प्राकृतिक साधन (१४) 
स्थिर है, अर्थात्‌ समय के साथ /४ में कोई परिवर्तन नहीं होता है। अतएव कसी भी समय 
पर उत्पादन स्तर (आय) /, /,तथा 7 में हुए परिबर्तनों पर निर्भ: करता है। इसके अतिरिक्त 
समय-समय पर प्रौद्योगिक सुघारों के परिणामस्वरूप तकनीकी ज्ञान (7? भी स्थिर नहीं गह 


पाता। जिसके फ्लम्वरू्प उत्पादन में वृद्धि होती है। अम्तु, मीडे विकास निदर्श सतत 
((०एश्माए०७७) उत्पादन फ्लन माना जाता है, जिम्रमें किसी ज्ञात दर से समूहोन्मुक्त 


प् एक-क्षेत्रीय विकास निर्दर्श 





(0/$९०॥900/20) तकनीकी प्रगति होती रहती है। तकनीकी प्रगति के फलस्वरूप वार्षिक 
उत्पादन की दर में वृद्ध को प्रदर्शित करने हेतु गुशाक /8 (तकनीकी प्राति की दर) का 
उपयोग किया जा सकता है। इस श्रकार नियमित विकास की स्थिति में पूँजी-जमाव हेतु बिम्तृत 
शक्ति (8) तथा तकनीवी प्रगति (/8) दोनों सहायक है। सकेत के रूप में, विकास वी समुक्त 
स्वाभाविक दर (%४) को निम्म प्रकार व्यक्त कर सकते हैं 


रब >्का + 7 
यदि 7४ 5 0, तब विकाम तकनीदी प्रगति की अनुपस्धिति में भी 
होगा 
तथा यदि कर 9, तब विकास श्रम शक्ति को स्थिर मानकर होगा। 
अत अच नवीन उत्पादन फ्लन निम्त प्रकार है 
४#>/(&, /.) (2 55) 
यहाँ ६ ०५५ ४: दक्षता इकाई में पापी गई श्रम शक्ति है। 


यहाँ दक्षता इक्ताई का तात्पर्य यह है कि तस्नीकी प्रगति के फलस्वरूप श्रम वी 
उत्पादकता में वृद्धि होगी। सतुलन की तीन (पूर्व) शर्तें निम्न प्रकार है 
४#>/८६ ०2. > पूर्ण क्षमता शर्त 


क्त चचत शर्त हैः 
है न ल्‍्ड निवेश के बराबर बचत शर्त 250) 


५5 
०४५, ८४ + पूर्ण रोजगार शर्त 
समीकरण (2 %) निदर्श की मान्यताएँ है। 
हल- सतुलन शर्त के प्रथम समीकरण द्वारा प्राप्त होता है, 
52 4, 
दोनों ओर लघु (08) लेने पर, 
०8 4. 5 का (08 € + ०३ ५ 5 कराई + ०6 4५ 
हब कर 25 
4 ध/ ब्रा 
अथवा >> ल्‍का+कय यहाँ 0, «7 
्ः चर 


27272 / 
मन हि यहाँ छ चर 
अथवा के गाा+ था कमर ग् हे 


अथवा 


अर्थात्‌ मान्यतानुसार, 4. « (५ ८ (257) 
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अब सतुलन की द्वितीय शर्त के अनुसार, 
प्रं/ट 
न 39 


दा 
नर्ड (22) 
>र्ड (६, /६ ८*) (2 58) 
ख्न्प््टा 
यदि प्रारम्भिक पूँती-स्टॉक /६ (निर्र्ण की मान्यतातुसार पूर्ण रोजगार की स्थिति 
विद्यमान है) तथा संगत प्रारम्भिक उत्पादन 3८, ₹ / (८, 2...) ज्ञात हो तव हम समीकरण 
(१58) को हल करके # का सतुलन पय ज्ञात कर सकते हैं। १” का सतुलन पथ १ 
/(&, 4., ८“ ) द्वारा ज्ञात किया जा सकता है। अत यह म्यष्ट है कि जब श्रम- विकास बी 
स्वाभाविक दर (दक्षता इकाइयों में ) ॥४ है, तब अर्थव्यवस्था में पूर्ण रोजगार को विद्यमान 
एकने हेतु चर्रो // तथा ४में भी /४दर से वृद्धि होनी चाहिये। अम्तु, 


का 

गया र्फ ####, ८४ (259) 
;#-/0(६ ८“, /., ८५9 

(2 50) में इन सार्तों को 

एखने पर, 


ब्छ्‌ 
न 3765, ८४) 


अथवा 24%, 6“ <3/(/ ४४, /.,, ८“) 


अत, 7,४४2, ८४ न, ८6 (260, 


समीकरण (2 60) ही नियमित विकास की स्थिति का वाछित हल है। अब, जैसा कि हमें 
ज्ञात है, यदि फलन | रेखीय द्रथा समघात्तीय हो दव, 
70 ४, 34.7 59/ (#६ /.), प्रत्येक 4 > 0 
यहाँ $ 5 ४4, # >#, तथा 2, >.४,५ रखने पर हमें प्राप्त होता है 
़#(£, ४४, /., /“) 5४ / (९९,, 2.,) 
4 2] (264) 
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यहाँ ४,5/ (६, /..) 
अब प्मीकरण (2 6)) समीकरण (२ 60) के समान है, 
अर्थाद्‌ ३,०४4 5६%, ८ 

जद्हा 9 «. « दूँजी निर्मत अनुपात 


2 

अत नियन्ित-विकरास हेतु पर्याप्त शर्त यह है कि स्थिर प्रतिफल की स्थिति विद्यमान 
है तथा प्राएम्पिक पूँजी-विर्गत अनुपात विन्‍्त प्रकार है 

अथवा डे 

धरझ 

नियमित विकास की अयस्था के अन्तर्गत पूँजी (&) तथा श्रम (2.) दोरें में ॥/ « ।# 
+ ः: की दर से वृद्धि होती है। चूँकि १ / (£८, (-/रिखीय टथा समघालीय फलन है। अतएव, 
3में भी उसी दर (॥/) से वृद्धि होनी चाहिये। अस्ठु, मीड-दिवर्श का मुख्य निष्कर्ष यह है कि 
अत्येक /के लिये निर्गत-पूँजी अुपात (7/9/ म्दिर हैं, अर्थात्‌, 

8. प्रलेक 7हेह 

#: कं, 

यह भी निष्कर्ष हैरोड-डोमर निरर्श द्वरां प्राप्त होता है, इसमें विकाम की अभीष्ट 
दा (6 5 &/५) विक्रास की स्वाभाविक दर (अब ## 5 2४ + 5) के बराबर है। इन दोनों 
निदर्शों में अन्तर यह है कि हैतेड-डोमेर निदर्ग में गुणाक का केवल एक स्थिर मान है, जदकि 
प्रीड निदर्श में (/४ के मानों का सतत परिसर है, जिसमें से हम उस मान का चयन करते 
हैं, जोकि /४/5 के बराबर है तया नियमित विकास की स्थिति की पूर्ति करता है। टत्परचाद 
उम्रको स्थिर मान लेगा चाहिये। 

अन्य नव-प्रतिप्ठित निदर्शों की अपेक्षा मीड निरर्श को महत्वपूर्ण मानने का कारण 
यह है कि इसके अन्तर्गत शष्ट्रीय आय की वृद्धि दर पर जनसख्या वृद्धि, पूँडी सचय तथा 
तकनीकी प्रगति का प्रभाव सम्मिलित है। पर्तु इस निदर्श की आलोचमा भी की जाली है। 
इस निदर्श की कुछ अवाम्तविक मान्यताओं जैसे, पूर्ण प्रतियोगिता, पैमाने के स्थिर प्रतिफल 
तथा म्थिर कीमत स्तर आदि की आलोचना की गई है। 

विकास निदर्णों की विकासरत देशों के लिए उपयोगिता 
($साकफए न #८ 6:0७ (००२८७ 05 एंडटथ/- 08५६0क९४ (०ए90725) 

उन्नत अर्थ व्यवस्थाओं के अन्तर्गत प्रतिपादित विकास रिद्धान्त उन परिवर्तनों पर 

आधारित है, जोकि पूँजीवादी व्यवम्या के सरल संचालन हेतु आवश्यक है। अर्थात्‌ इन निर्द्शो 
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की रचना अर्थव्यवम्थाओं की व्याख्या हेतु की गई है। अतएवं विकास्तरत देशों के विकास 
की प्रक्रिया वी व्याख्या हेतु इनकी उपयोगिता अत्यधिक कम हो जाती है। 


इसका कारण यह है कि इन निदर्शों की मान्यताएँ विद्ञामत्त देशों पर लागू नहीं हांती 
है। उदाहएणार्ब- 


सग्वारी हस्तक्षेप तथा सहयाग वी अस्वीकृति, बचत तथा निवेश का बग़वर मानना, 
पूँजी निर्गत अनुपात तथा वचत-आय अनुणत का स्थिर मानना, अल्पाबधि में पूर्ण गंजगार 
बी स्थिति का विद्यमान होना, समय विलम्बता का न हाना जाईि मान्यताएँ जिकासग्त देशों 
के सदर्भ में सत्य नहीं हो सकती है। 


इसके अतिरिक्त विकासशील देशों के समक्ष आर्धिक स्थिरता वी समस्या हांती है, 
जबकि विकासरत देशो की प्रारम्भिक समस्या उनकी विकाप्त प्रक्रिया का आग्म्भ करना हांती 
है। पुनश्च , यह मान्यता कि विज्मासरत देशों का विदेश व्यापार उनके आर्थिक विक्रास को 
प्रभावित नहीं कर्ता है, निदर्शों को और भी सीमित तथा सप्तिप्त कर दर्ती है। 

अतएब विक्रामस्त देशों हेतु अल्प प्रयुक्त ” बिकास मिद्धान्त [066 ए्रधाफ्त 
ह०थ) ७॥००7५/) का उपयोग किया गया है। कुछ निशिचत विकास दरों तथा विश्चित 
जनसल्या प्रतिरूपों के आधार पर पंचवर्षीय योज्नाओं का समावेश क्या एया है। इस प्रकार, 
बिकासरत देशों में बिकास योजनाओं के अन्तर्गत बचत-आय अनुपात तथा पूँजी-तिर्गत 
अपुपात बो स्थिर माना जाता है तथा विकास निदर्शों का उपयोग किया जा सकता है। 


3 


द्वि-क्षेत्रीय विकास निदर्श 
(7छ0-8€८०7० 070 ४००९५) 





दिचेत्रीद (नव प्रतिश्ठिट) विकास नि को प्रो जे आर हिक्‍्स (8. 
प्र८६७) ने अनेक चर (5:32६७) में विकसित क्थि। अस्तु इतर नि को बहुचरप 
दिक्षे्राय विर्श (१णघ५७६४८ ७०-५६८८७ *(००५) भी कहते हैं। इस अध्याय में 
अर्धव्ववस्था के अन्तात दो उत्पादन छ्षेत्र टया एक ज्ञत प्रौद्योगिकी का अध्ययन क्या 
जापेगा। अर्वच्दवन्या के प्रवन क्षेत्र में पूँजी०त वस्तुओं (दत्र आदि) क्य उपादन दो आए 
श्रम तथा एूँती द्वार होता है। द्वितीय क्षेत्र में इन दोरों आएटों का उपयोग करके 
उपभोग-वस्तुओं ब्या उत्पादन क्या जाता है। रह मन लिया जट'ः है कि वस्तुओं में मूल्य 
हस नहीं होत्य है तथा प्रौद्योतिकी पैसने के स्दिर प्रतिउल की स्थिति में है। अथात्‌ उप्ादन 
के ग्ुएकों को प्रत्देक क्षेत्र में पृथक रूर से स्थिए मला ज'्टा है। इस निदर्श में निन्ननिखित 
संकेतों का प्रयोग क्या गया है 

(0, <प्रपम क्षेत्र द्वरा पूजीएत वस्तुओं (प्रशीन) कय उत्पादन 
(2, 5 द्वितीय क्षेत्र इ'य उपभोग बस्तु (गेहूँ) क्य उत्पदन 
<, <प्रचन क्षेत्र में पुजी अत 
#_ 5 द्वितीय क्षेत्र में पूँजी आरत 
3. "प्रवन कैत्र में श्रग आश्त 
२० द्वितीय क्षेत्र में श्रम आते 
# + गेहूँ (उपभोग वस्तु) के रूप में फ्ररनों (दूँजीत बन्ठुओं) की कीमत 
#/+ गेहूँ (उपभोग वस्तु) के रूप में श्रम-दर 
भर मयान (पूँजीएत वस्तुओं) के रूप में लभ इर 
॥/75 श्रम दस, मशीनों के पर में 
धद गेहूँ के पर्ों में मशीनों का अर्द लाच ((४८पर उच्य्य) 


॥ ५ जार, मालऊ ४प्ट & 0[7%7%, (72965) (१०८ 2. छार्ण ॥स्‍7:६5६ 
प४:८5 (02 लिप 0 (४९ 25 धाड &एफ्रपण७ &ण्ण्व ब्टत 
+प्रडट0डा 35 0०972 8००05 डाएए2०६३ ७६ १४४० क्षीधिष्ए! 5९०१०७5४ 
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इस लिर्दर्ग की रचना ठिन्‍्ततिखित चर थाए में की जा सकती है 
(0). प्रदन पाप. कीमत सर्मआझाण 
(ए). इ्िलएचणा मत्रा ल्‍्नीका 
(फ्) दुर्तप्रच्रया निवेश बा बचत 
(५) चहुर्व चता हैगैंड-डाम्र निदर्ग का ब्दुत्पादन। 
प्रथम चरण (कीमत समीकरण) 
(#58 5७85. शिा८०७ £6६०४४०7५) 


यहीं निम्नलिखित उत्पंदन फलतों के सनी क्या” स्थापित किय जते हैं 





09542 
एप 

डबरा (3) 
क्र. प> 


यहाँ. ॥ 5प्रवम क्षत्र में पू --नित ऊट्यठ 
४७ हद्विताय दंत्र में पूपी-दिपट अवुपात 
६॥ 5प्रथम कब्र मे थम-निति अनुपात 
म० 5 द्वितीय क्षत्र में श्रम-निंत अदुाात 
गुपक ४७ ४७, ८, टेदा ४० को जात स्थिएक माठा जाता है। 
सर्मीकरा: (3 ॥) प्रौद्योगिकी (उत्पादन फलत) वा सख्याक्मक (भौटिऊ) विम्तर है। 


इस समी क्यण में मापत की तिम्त कित तय इकाइयों का समावेश 


प। 





0). गेहूँ [उप्भोप वस्तु) की मायने इकाई, कुन्तल में 

(8). मर्जीत (पूजी/त वस्तुओं) की मापत इकाई, सरीयों की रुख्या में 

(09) श्रम की सापत इकाई, मतव- वर्ष 

अर्थात्‌ 09 को कुन्टल 6,, £; रवा #&3 को प्रावृटिक सख्याओं दवा 7., वे 
4<2को मफ़व-वर्ष के रूप में मापा जाता है) 

सर्मीकराप (3 ) के अन्टर्गठ समस्त अर्वव्यवच्या हेतु मात्राओं का योग आवश्यक 
है। यह येह केवल वीमठ (भद्योए८) के रूप में क्या जा सका है। येग हेतु प्रत्येक मंत्र 
ऊथवा भौदिक इकाई को किसी उचित वीमव द्वार गुदा कला आवस्यक है। 


यहाँ हम व्तविक कीमत (न कि मौद्धिक बीमद) को किसी मलक वस्तु 
(डाप्यर्वधर्त 0०ऋ्पा०07५9) के रूप में मालते हैं। उपभोग वस्तु, मर्रन अबवा श्रम में से 
किसी एक को मप्तक वस्तु म्यता जा सकता है। मलक वस्तु की कीमत को एक इकाई मातकर 
अन्य वस्तुओं की कीमत इसके रपेज्ष शत की जाती है। 


क्ठ दि क्लेद वजन निया 





दद्या/ हम समप लत डदिकत्प हैं पान्तु हम उामाय वस्तु कस मानक दस्तु मानकर 
चतका आामत् एक कई निर्धानि जय ल्तत्र हैं। त्था ऊन्‍्द बम्तका की क्ोनत सोप रू 
जा इे हैं। व्स प्रकार ट्विपर्रीय निद्श मे सो कामों बय महत्ता दाद है। 
ट्िलत्ोद नितश का रचा हेद टन बौमताा की ऊठश्यताय है-- पूँजाएत बन्तु 
बस्तु छा! ऊानत उाभाग बन्‍्तु की कीनत तथा श्रन की कमते। मलक उाशेए दस्तु 
हूृए में दस्तक्षिक आमंत्र ज्व करने के लिए हम उभोत दस्तु को मात्र! का पॉत्याप 
देते हैं, पान्तु पूजात बन्तु का साहा को | से गुण ब्यते हैं यह 7 ४ के रूए में 
मान की छीमत है। अर्घव्यवन्धा की समस्त अय मो ई के रूए मे रिन्‍त प्रकर प्रस्तत 
ज्ञा सकण है 
3) 702/+९ (3.2) 
दाय 90, प्रपम छेब्र जो समस्त आय त्या 0 द्विय छेत्र की सन्त आद है। आय 
ब्व घाज गेहू के परों मे किया गाए है. यह निद्या अधव्यदन्था के अन्तात पूछ प्रीएएप 
का ऋत्पना ब्रा है। इत स्थित रे प्रोक छेद्र बता कुल उत्पातन दो उत्दान्द साधनों की 
अर के दादर है। अर्धात्‌ समस्त डाउन को आएट मे दिरित क्या जाए है। पुनश्य 
धू। प्रीणाल के ऊन्तात दूर त्या श्रम की बानत दोओं छ्रों नें एक रुतान हैं। अस्त 
प्रत्येक छेत्र के उत्ताटन स्नाति के समक्‍्रा (सडलतिऊा) को हिन्त पक्ष प्रस्तव कया जा 
स्का है 


जा 


१ | 


॥१ ३ 


20। मरधि + "४ 
ट्था 0. 75% +*८ जज 


दह्य का हूँ आजतक प्रतिव्आईलज (हूुके रूम) 

# रू करने दाग मजयीे (एटू छे रूए में) 

पीकर (3) से &, दया 4., एव & टथा 4. के मस्त स्नौक्‍रण (33) मे 
प्रल्म्धानीत ऋसे पर हम प्रात होःा है 


70। #750/+९४/ ० 
ह#।, ४४0/7च८, म। ए। 


ऊघदा #0। 0, 0-5, + ध्प्फो 

ऊथघदा क प्रा न कमा 

ऊअघदा कर क्र रूणा 

ऊचघदा 2 7-०४, 5 मा 

ऊषध्दा ऊष/ (4) 


| ब- व ४] 
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समीकरण (3 4) प्रथम क्षेत्र का कीमत समीकरण है। 





इसी प्रकाए (025४4 ४ (02+ ४०० 02 
६ #2520:₹चा 2 + ४० 02 
अथवा (22 5 (2 (_शट72+ १००) 
अथवा 4 फ़ा 2७ + #प2 
अथवा 7० (35) 
खा्ध् 


समीकरण (3 5) द्वितीय क्षेत्र का कीमत समीकरण है। 


अब, दोनों क्षेत्रों के लिए श्रम-दर का उभयनिष्ठ मान (0॥ग्ञा०0 ४३४८) ज्ञात 
करने हेतु समीकरण (3 4) तथा समीकाण (3 5) को बेवर एठते है 


95-४०. प्राम क्षेत्र 





वा 
तथा हद 2-७४ द्वितीय क्षेत्र 
ख़् 
#॥/ _ 7-#॥2 
जा ठप 
अथवा गा आय 5 (/#प्र>) ((-॥ ५) 
अथवा दम भा । ₹ /#ब2 > या 7 + हद: 2 7॥/ 
अथवा बा ४2 का६/ क+ ४2 -+ आप 20 5 ०३४ 
अथवा # टि9;%/+ 72-27 54०7 
अथवा उन्यए/ 


२ कद अल 
गए ध2+ ४2 -+ घ2 7 


अथवा (024./] 


मन 2-0:/% 6 / नि डिजक 36. 
पर> (2-78 १) + & 02 ६६ १3:60 
समीकाण (3 6) द्वार म्पष्ट है कि श्रम दर तथा स्थिर गुणाकों का फलन है। चूँकि 
गुणाक स्थिर हैं, अतएबं # </ (5) समीकरण (3 6) को प्रो सैम्युलसन ने साथन मूल्य 
सीमा [8०० ?7०९ एा०7्रध८) कहा है तथा प्रो हिक्स ने इसको श्रम सीमा [५४४४८ 
एाणपरपट्ा) के नाम से पुकार है। 


इसी प्रकार हम 9 का मान 7; ठथा स्विर गुणाकों के रूप में ज्ञात बर सकते हैं - 


9,0,58घट९३गाय..* एडश्णेंट 28८ प्ेट४0३काए 0बएाड प%००६१! रिक्‍शब्ज 
॥26000०07० 504॥65 (॥70£ 962] 


6 दि कत्रीय विज्षसम निस्श 
28 3.+ कटने अदा पेहकार मद लफट वजन बी डर कलश बट कट दर ७ ५ 2%:£ 40207: 6/2: 27 


ऋष्ट, 


बख््च्पि 





(2-१३) ० 
4-०४ ४,2०४, (/-४६/) + ८४7 ८/) 





(सनौकरा 3 4 से) 


दा ते (37) 


श्र बह (नव श/) र 77० ४/ 
ण्च्जीय 
समीकरप (36) श्रम प्ीमा को आपइतकार अटिपखरनाय (रेट८०८हणेआ 
/ए८८/०3) हेतु मानक रूप में विन्‍त प्रकार प्रस्तत क्या जा सकता है 
हल १02.3,/] 
घर [4- ६०४] + ४ भ। ए। 
# [४० (२-5६ ५/)+ ६४५ ४; ह 7-४ ५। 
अथवा आप अप ा ५/) + कप >य। | 4००४४। 
अथजञ (20/४>-५०४।) #ठि + ०:७४ + भ/घम् तय (38) 
पुनरच , हमें समाक्राण (3॥) द्वर ज्ञत है कि प्रत्येक क्षेत्र में प्रति इकाई अतुदुव 
(पूँजी-श्रम अनुपात, 27.) 





०च्ा 
ि ४ (द्रधम क्षेत्र हेतु प्रति व्यक्ति मशीन अतदुपात) 
प्र 
४. मए 0्ओे 
तथा इसी प्रकर 





पे. पर 
ला, मत (द्वितीय क्षेत्र हेतु प्रति व्यक्ति मरीज अनुपाट) 
श प्छ 


(30) 
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यदि २१ 5-2 <-2, तब द्वितीय क्षेत्र (उपभोग वस्तुओं कय उत्पादनर्कर्त्ता) प्रथम 
प्र प्रा प्र 
क्षेत्र की अपेक्षा अधिक यात्रिक ((०८०॥क्ष३६८० )है। 
यदि “/ >- प्रयम क्षेत्र (पूजीगत वस्तुओं का उत्पादनकर्त्ता) द्वितीय क्षेत्र से अधिक 
पड 


यात्रिक है। 


इस प्रकार, हम एूँजी प्रदलता के सामान्य अनुपात (जो कि परिणामों की भविष्यवाणी 
के हेतु आवश्यक है) को निम्न प्रकार परिभापित कप सकते हैं 


४्र् प्र 
धरा /ा 
प्र ४; 
अथवा _प।ए (3॥।) 
प्फ्ष 
यह _४ ७ प्रथम क्षेत्र में पूँजी (मशीय) का अनुपात 
कप 
तथा 


_2 # द्वितीय क्षेत्र में पूंजी (मशीन) का अनुपात 
४2 


अब समीकरण (3 ]]) निर्दिष्ट करता है कि ; > / वी स्थिति में उपभोग वस्तुओं 
उत्पादनकर्ता क्षेत्र अधिक याज़िक है। तथा ४ > वी स्थिति में पूँजीगत वस्तुओं का 
उत्पादनकर्ता क्षेत्र अधिक यात्रिक है। 


समीकरण (3 ॥) को पुन. लिखते पर हमें प्राप्त होता है, 
प्र2५४म 5 म/०2 (3 ]42) 
इस समीकरण को आयताकार अतिपख्वलय के समीकरण में रखने पर हमें निम्नलिखित 
प्राप्त होता है . 
(घ2 ५[४- +7 शर शहय+ मर #+ शाखघ्त 2 
अथवा प्रशण सिने) का + ४७ ४ + शा (3 2) 
समीकरण (3 2) #के लिए मजदूरी समीकरण है। 
सूमीकरण (3 2) में #* 0 रखने पए हमें ४ 5 3/४, प्राह होता है तवां छू रु 
0 एखने पर ॥9 5 //र> प्राप्त होता है। 


इसके द्वारा हम यह निष्कर्ष निकालते हैं कि प्रथम क्षेत्र में & (अधिकतम लाभ) वी 
उच्च सीमा (//४,) के बणवर है, जोकि यन्त्रीकरण हेतु महत्त्वपूर्ण है तथा यह सापेक्ष रूप 


67 व क्षेत्रीय विसस निहेश 
से अधिक पूँजी-प्रबल क्षेत्र है। पुत्र द्वितीय क्षेत्र मे % (अधिक्रतक श्रम दर) की उच्च सीमा 
(7/४2) के बराबर है, जो कि उपभोग वम्तुओ हेतु महत्त्वपूर्ण है तथा यह सापेल रूप में अधिक 
श्रम-प्रबल क्षेत्र है। अम्तु साधन बीमत सीमा (अथवा श्रम सीमा) को (४ ४) समतल 
दर वक्र (आयताकार अतिपरवलय) के रूप में व्यक्त क्या जा सकता है जैसाकि रखाचित्र 
3 | में स्पष्ट किया गया है। 






धर 
(४० #7 ८६ #70ध ६९ ८ 


० है 

६% ७$६ हर फ ##008 82 ५६ ४0४ 
०५ रद 0४5६0 #४#६४/४५ 
ढ ड़ 

5 + 

घ 5 

74 ग्य 

ढ ह् 





८. बहन २ ६24६० 
रेखाचत्र 3 
यह वक्र दोनों अक्षों को काटता है, #/ के सगत कटान बिन्दु (//४2 0) है, अर्थात्‌ 
# 5 4/४2 जबकि के सगत कटान बिन्दु (0, 4#07है, अर्थातृजब # 7 0तजथ 4/5 
। यदि ॥ < 4, तब यह बक्र मूल बिन्दु के सापेक्ष उत्तल (0००५८६) है। यदि ॥ < 4, 
तब यह बक्र मूल बिन्दु के सपिक्ष अवतल (0०१८४४८) है। दोनों अवस्थाओं में, ्ि 
4/४2के लिये 5का मान अनन्य है तथा 77 < 404 के लिये #का मान अन्य है, #/वूँं 
के फलम्बरूप ; के मान में कमी होती है तथा # के मान में कमी के साथ-साथ मर के 
मान में वृद्धि होती है। 
अब हम समीकरण (3 7) द्वार व्यक्त 9 के मान का 


अर्थात्‌ 


। 7 के पददो में अध्ययन केेंगे। 


#च्ाएपे 


8। 
घर (नहा धरे ६ 7 प्टम। 
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3 _ ५० (7-7४/+ ४१०४, 
पर पा 
>> (2-१४, / 


प्र 


धन 


४- _ 7६४-४/ 
नमन -ननननन +7॥5 


प्छ क्र 


धि च४-प 
आओ हूँ ० कै फंडलनललना 
+ 5 


न्‍ 


[पु भ्ड्प 
_-+ [7+ 2, न >२) 
ष्् घर 


88380: ई <2० (7 + दा २, 6-7) / (3 3) 
97 7॥ 
यह # 5-2४ मरमीकरण (3 ॥]) द्वारा 
पा 
ममीकएण (3 3) $ हेतु कीमत समोक्ररण (छ70€ ८५५४४४०० ६7 9) हैं। 
इस समीकरण में 7//? को ८ के रेखीय फलन के रुप में प्रदर्शित किया गया है, 


अर्वात्‌ व 0० | इस फलन का टाल ॥ के मान पर निर्भर करता है 
2 


यदि ॥ > . तव 7/%, 2का रेखीय तथा वर्धमान [762 270 ॥]ट्यपघ्रा8) 
'फलन है, अर्वात्‌ 9, 5 का हासमान (02८०८८४४७४) फलन है। यदि द्वितीय क्षेत्र (उपभोग 
वस्तुओं का उत्पादक) सापेक्ष रूप में अधिक यात्रिक है, तव जैसे-जैसे 27 के मान में वृद्धि 
होती है, वैसे-वैसे #के मान में कमो होती जाती है। 
का रैखीद तथा डरासमान फ़लन है अर्थात 
बम्तुओं का उद्यादक) सापेक्ष स्प में 
होती है, वैमे-देसे क के मान में भी 






इसके विज्रीत गद्धि | ८ ०, 2.58 
#, ४ का वर्धमात छलन है। यदि प्रथम क्षेत्र (पूँजैगत 
अधिक यात्रिक हैं, तब जैमे-जैसे ८ के मान में वृद्धि 
वृद्धि होगी। 

इन दोनों अवम्थाओं को रेखाचित्र (3 2) द्वाय प्रदर्शित किया गया है। 





5, 


05 द्वि-क्षेत्रीय विकास विवश 


५ 
३ 
पु 
४ 
स्य है 4- (४$६३॥ #>] 
5 (638७) ६४६४४ !?727६#5॥45 
व #0'८708 | 
रद 
ड़ 
रू हक ल्‍- ९#5६॥ (४<। 
नि [9 *77)75६4: 
ब् 06६0(0६७9८ ४७॥ ( 90 | 


॥।॒ 





ब्> 


2808 7 १7 ६ (7) 


रेखाचित्र 3 2 

समीकरणों (3 2) तथा (3 3) द्वारा कसी भी दा कीमतों को ठृतीय कीमत के पदों 
में अनन्य रूप से (प4४७७),) ज्ञात किया जा सकता है। यहाँ पूँजी प्रबलताओं का अनुपात 
॥ श्रम दर (४) तथा लाभ दर (50) के निर्धारण में निर्णायक चर है। समीकरण (3 ।) द्वारा 
ज्ञात होता है कि ये कीमतें आर्थिक व्यवम्या की प्रौद्योगिकी पर निर्भर हैं। 

द्वितीय चरण मात्रा सपीकरण 
(5७82० ॥0 0०००७ ६84००००५) 

हम प्रथम चरण प्रे यह अध्ययत्र कर चुके है कि विभिन्न चरों की कीमतें अर्थव्यवस्था 
की प्रौद्योगिकी पर निर्भा करती है। अब हम यह अध्ययन करेंगे क्रि दोर्ना क्षेत्रों की 
अर्थव्यवस्था के अन्तर्गत म्राजओं के मध्य भी उसी प्रकार सम्बन्ध निर्धारित किया जा सकता 
है। यहाँ हम मानते है कि मूल्य हास विद्यमान नहीं है, यत्रीकरण का पूर्ण उपयोग हो रहा 
है। अतएव, 

पूँजी का कुल उपयोग, &>#€&, +#, 5 ४९, + ००/ 

तथा श्रम का कुल उपयोग, /, 52./ + 22 5 ८८0। + ४202 (3 34) 

समीकरण (३3 4) अर्थव्यवस्था के उत्पादन-साधर्नों (दूँजी तथा श्रम) हेतु कुल माँग को 
व्यक्त करता है। यदि प्रत्येक पूँजीगव वस्तु, 0/ जिसका उत्पादन प्लम्य पर हुआ है, पूँजी 
आगत (४) के पढ्ों में पूर्णरूप से उपयोग में आ जाती हैं तब मून्यहास नहीं होने के 


परिणामस्वरूप 


456 
० न्काः 
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यहा क्र # पूँजीगत वम्तुओं में / समयावधि के अन्तर्गत वृद्धि 
| 
अथवा _पध ऋ 
हि धर #& 
सच (॥( 
>> #यहाँ /<+-- 3 5 
हू रत र ना (3 5) 
अधवा 


0,5६४ पहाँ& नर 5 पूँजी की विकास दर 
समीकरण (3 5) (0; के लिए मात्रा समीकरण है। 
(0, का मान समीकरण (3 ॥4) में रखते पर हमें प्राप्त होता है, 


&-०५/७। + १४2 0० 
#॥/&+2 ९02 ७0,566 


अथवा पर >-०५र६ 
ष्ठ 
#क रल्र् एन्‍हह (3 6) 
समीकरण (3 ॥6) (2५ के लिये मात्रा समीकरण हैः 
इसी प्रकार, 


4 52/0/+ ४20: में 0, 5 &/६ एखने पर 
4. 52५ 86 + ४20: 


# ध/छ + घ> क (-णश2%£ 
पट 
समीकरण (3 6) द्वारा 


ज्प।ह + 42 /# (- शो 
शर्ट 


27, 
न्प्र/शट कर्क 22 हू 
श प्र 






८४० “॥< 
वि का कक | हि 5) 
ष्ट 202४ श् 
है 
£ (7 + पह पिन )ज एगाष्टट्रकी 
'2 
कि 2 
8270 
पर्म|काण (3 77) /.क लिए मात्रा समीकरण है 


मसमीकाश (3 ७5), (3 6) तथा (3 77) द्वाग रपट है कि था मात्रओं (2/ 
(0, & टथा (के अनुपाट हुँनी की विकाम दर (&/ था प्रौद्याकी के स्थिर गुणा कों पुणाकों के क पर्दो 
में विधारित किए जत है। 

यहाँ 0; टवा 0: तंत्र के नित हैं, जबकि £ मायन आते हट सर्म्शा 
मए का ब्यक करत है। सन्तलन मात्रा स्मीकरों का इक माट अनुपलें दवा सित किया 
जञ' सकता है 





हमें ज्ञत है, 
60/586& 
५५ ९. हर 0-8४ 
0... &€£ -_.5 
०0: 2 किक 4-8५+ 
अबबा 0, ९: कक (-हण) (3 8) 


समीकरण (3 9) पूर्ति पक्ष दी मात्रा अनुपात का व्यू क 5 है। 


पुपम्च समीकगा (37) दवय पूँवी-श्रन अठुराद ऊबब प्रट 
अचरपक्ता निस्त प्रकर ज्ञात की जा सकते है 


4, -& (7+ ४: (८-7 ) 


फट 


2 (/+ शह फिट72 
अथवा #&7.5४३ ४2 (+ श8 (४-२३) (3 9) 
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समीकरण (3 !9) माँग पक्ष के साधन आगत अनुपात को व्यत्त बरता है। 
प्रथम तथा महत्त्वपूर्ण निष्कर्ष यह है कि प्रत्येक मात्रा तव ही धनात्मक होगी, जबकि 
6 < //०५ (3 20) 


यदि & 5 7/४७, तब (22 का मान शून्य के बराबर हागा (0, 5 0) अर्थात्‌ द्वितीय 
क्षेत्र में उत्पादन हेतु # का मान 7/0> से कम होना चाहिये। अर्थात & वी सीमाएँ निम्न 
प्रकाए हैं 


0<8< 7/५ 


ट्वितीय चरण के अन्तर्गत द्वितीय निष्कर्ष यह है कि यदि ॥ ([पूँजी प्रबलताओं का 
अनुपात) > । अर्थात्‌ द्वितीय क्षेत्र प्रथम क्षेत्र के सापेक्ष अधिक यातिक है अथवा अधिक 
एूँजी प्रवल है, तव & यत्रीक्रण की विकास दर में वृद्धि के परिणामस्वरूप प्रति व्यक्ति पूँजी 
अथवा #(,//, अनुपात में कमी होगी। इसके विपरीत यदि ॥ < | अर्थात्‌ प्रथम क्षेत्र अधिक 
यात्रिक है, तव & (पूँजी विकास की दए) में वृद्धि के फ्लम्वरूप प्रति व्यक्ति पूँजी अथवा 
#८//,अनुपात में भी वृद्धि होगी। 


तृततीय चरण . निवेश वगनर बचत 
(8922 ॥ा ॥0२८चरशालण 54७8॥६ 530785) 


अब तक हम उत्पादन फ्लव (पूर्ण क्षणता) की सन्तुलन शर्त अथवा आर्थिक व्यवस्था 
की प्रौद्योगिकी का अध्ययन कर रहे थे। इस चरण में श्रम शक्ति को सम्मिलित किया जाता 
है। पूर्णतया वेलोचदाए पूर्ति के अन्तर्गत प्रचलित श्रम दर पर श्रम शक्ति की वृद्धि वी 
आतनुपातिक दर # ग्रहण वी जाती है। समय विलम्वता को स्वीकार नहीं किया जाता है। 
यत्नरीकरण (पूँजी) तथा श्रम वी पूर्ण क्षमता के प्रयोग वी कल्पदा की जाती है। अस्तु, £ 
समय पर 


६54५ ८४, यहाँ 2५ + श्रम का प्रारम्भिक वृत्तिदान 


श्रम पूर्ति तथा प्रौद्योगिकी से सम्बन्धित उपर्युक्त मान्यताओं के अतिरिक्त हम श्रम दर 
(४१ अथवा लाभ दए (:0) को दाह्य रूप से ज्ञात मान लेते हैं। पुन , प्रथम चरण के अन्तर्गत, 
प्रत्येक कीमत # या 7 के रूप में ज्ञात की जाती है, यहाँ (9) अबबा :६ (एक में वृद्धि 
के फ्लम्वरूप दूसरे में कमी होती है) को निदर्श का स्वत्नत्र प्राचल माना गया है जिसका 
मान आय के वित्तरण के अनुसार स्थिर क्या जाता है। पुनश्च,द्वितीय चरण के अन्तर्गत मात्रा 
समीकरणों द्वारा अन्य मात्रा 0,, 0 तथा # को #. के पर्दों में व्यक्त किया गया है, 
जवकि & (यन्त्रीकरण के विकास की दर) ज्ञात हो। अर्थव्यवस्था के दोनों क्षेत्रों को पूँती 
तपा श्रम आगतों का आवटन 0, (22तथा स्थिर गुणार पर आधारित है। 


०० 
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अब सन्दुलन की शेष शर्त नियोजित निवेश तथा बचत के बग़बर होने की है। यह 
शर्त समय विलम्बता एगहित समस्त उत्पादन के प्रवाह की शर्त है। इस शर्त द्वार नियमित 
विकाप्त की दर & को स्थिर किया जाता है। 


तृतीय चरण के अन्तर्गत निवेश/बचत शर्त का विशिष्ट रूप से अध्ययन करना 
आवश्यक है। इस शर्त को वास्तविक रूप में अर्थात्‌ उपभोग वस्तुओं (गेहूँ) के रूप में व्यक्त 
किया जाना चाहिये। अस्तु 


[0६ 
हि 
कः 
तथा 55525 590; + 00, 
यहाँ ४5४७0, + 0५ 
+ गेहूँ के रूप में अर्थव्यवस्था की समम्त आय 
[5 $ 
अधबा क्र 
225 एड "7०९, +९० 
03 49 ॥९0।+९४) 
यहाँ >% 
दर (8 
अथवा औ 2, 
न ह फ्र् (0/+ ०2) 
यहाँ & 
पट ढ़ 
अथवा हर 28“ आक- १6 (3 24) 
& ##ऋ 
(0; 5#85वया (५ 5 #४7 2४ स्तन 52 
> 8 ,5, 2०१४2 
हि प्र 02 तन 
अथवा 3 (7-7/8) 


डठए+- 
ह&्ञ& 


अर्थमिवीय निर्र्श 





अधवा (8-58) 922 ₹5 (/-०,६) 
अथबा 87४2 - उक्क्ाए क उ-5गह 
अथवा हए7- 77727 ब्थह "5 
अथवा 8ा[7५2-%४2+ उधर "5 
अथवा 5 


2 अब ज नल >> 324 
क2+ [४४ ८ 2729 ( ) 


समीकरण (3 22) विकास की अभीष्ट दर (एग»॥20) (जो कि म्थिर है) को व्यक्त 
करता है। अतएव नियमित हल हेतु सन्तुलन वी तृतीय शर्त के अनुसार अभीष्ट दर विकास 
की स्वाभाविक दर के बरावर होनी चाहिये। अर्थात 
5 
४“ ऊाहा्फ (3 23) 


यह समीकरण ही निदर्श का आधारभूत समीकरण है। 


इस समीकरण द्वारा स्पष्ट है कि विकास की अभीष्ट दर (2), यत्रीकरण अथवा 
गेहूँ के रूप में पूजीगत वम्तु की कीमत (9), स्थिर बचत गुणाक 5 तथा स्थिर गुणाकों (७ 
तथा ४५) प्र निर्मा करती है। 


परिणार्मों का पूर्वाठुमान करने हेतु (323) का | के सापेक्ष आशिक अवबलन करने 
पए हमें प्राप्त होता है, 
38 _._ 5५2 (7-5) 
कैट. (७७०+ ६ -०श5 
तात्पर्य यह है कि $ में वृद्धि के फलस्वरूप & में कमी होती है। अर्थात्‌ यन्त्र 
(४००८5) की कीमत जितनी अधिक होगी अभीष्ट दर उतनी ही कम होगी। कीमत॑ 
समीकरण द्वारा के मान का परिदर्तन ;४ प९ निर्भर करता है। कीमत समीकरण 


बा 


र्ड 42 (+४५/:0:-72). यहाँ 950 
9 +% 
के सदर्भ में हम दोनों स्थितियों की निम्न प्रकार व्याख्या कर सकते हैं 
स्थितित : > 7 
यदि |॥ > 7, तक 7/7, 2 का रेखीय तथा वर्धमान फलन है, अर्थात्‌ #, वी 


हाप्तमान फलन है। यदि द्वितीय क्षेत्र अधिक यात्रिक हो, तब £४मैं वृद्धि के स्वछूप | के 
मान में कमी होती है। 


0० द्वि-क्षेत्रीय विकास विरद्श 





इस स्थिति में ;की सीमाएँ 0 € 5 < /श हैं। 
7स 0तथा > 5 4/02 रखने पर हमें //$ के मान प्राप्त होते हैं 


मद गे ++ 0, तब _, -/2 अथवा 9 “४ 
रत) फ्ड 
तथा यदि पक हे 
ध 2725--॥#(अबवा 9 ८ जिया 
मल । 


अब 9 के इन मानों को समीकरण 3 23 में रखने पर हम &की सीमाए निम्न प्रकार प्राप्त 


कर सकते है 
ख 


हः ४०७ + (६-97 
2 5“ रफने पर &की निम्न सीमा प्राप्त होती है 


पड 5 
8: 5 प्र 
घट + ४-27 5 
अ्ड 


5 
हि 





0422 
प्र + ५5००5 
प्र पर 


2८ ५ ८ प्टपा 


हुई 
प्राप प्र 
लि 5 चर 27 
॥+(+ उन प्र 
अथवा चर 5 (3 24) 


8४7 कत्णण्क्मो 


इसी प्रकार $ 5 < एखने पर, हमें &की उच्च सीमा प्राप्त ह*ती है 


अर्धीमितीय निर्द्गा फ््द 











5 5 
ड़ 5 
॥/. विश ४.2] 
म्झा प्रञः 
ग 5 
2प 
के -चई +8-- २८ 
प्रशाप पड्णड़ा 
5 5 «० 24/ 
2. 
४ | +5-25 420५ 
है है 
हि 
#(2 + 5-5 
अधघवा 5 
8 ता [325) 
छत 


समीकरण (3 25) उच्च सीमा हेतु हैरोड-डोमए विकास दर को व्यक्त करता है। 
स्थिति ह॒ : | < 


यदि ॥ < 4, तब प्रयम क्षेत्र में (पूंजीगत बम्तु) का उत्पादन अधिक यात्रिक है तथा 

4/#, ०: का रेखीय तथा हासमान फलन है। अर्थात्‌ में वृद्धि के फलम्बरूप / में वृद्धि होती 

है। अत के मान में 0 से 7/७, तक वृद्धि के फलस्वरूप | में 2/? से - ४ तक वृद्धि 
प्र 8 १2 


35 ः होती 
होती है तथा &के मान में पऋ्रातशतठ्आ से 5, तक कमी होती है। 


अस्तु, दोनों स्थितियों में ८; के मान में वृद्धि (अथवा ॥ के मार में हास). & 5 
एरसन्तुष्ट करे के लिये पर्यात्र है। अत नियमित ब्व्तस की शर्त पूर्ण होती है, यदि #का मान 
&, तथा &, के मध्य निर्धारित किया जाये। इस प्रकार # के स्वीकार्य मान निम्न प्रकार है 


स्थिति] : मकर 2 है. 
24॥5/ कल व 557 


क्या स्थिति पं : /< 7,-+ <#<------. 
# आता 
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चतुर्थ चरण : हैरोड-डोमर निदर्श का व्युत्पादन 
($4%86[४ एलातध्थाणा ण  छथ्वाण्व 9ग्राह १४००८) 


विशिष्ट रूप में, यदि ;६ 5 /, अर्थात्‌ पूँजी श्रबलताओं के अनुपात बगबर होने के 
फलम्बरूप दोनो समान रूप से यांत्रिक (१/८८७४७॥१६८०) है। तब हैरोड-डोमर शर्त, 


पुन प्राप्त की जा सकती है 


यदि ॥ 5 , तब _ >2 (7 + ५8 ४-72] दवा 
#. थ 


२.0५. अथवा क 5! 
प्र 


॥ प्र 


का मान समीकरण & +-...--...... में रखने पर 
श्का करण & 327 + (॥/-४27) 5 


ल्‍क 
ह ७ + (- 7/7-5)7 
अथवा 5 
8--+तच्ए कर्च्य 
2 


4 


सैम्युलसन-हिक्स गुणक-त्वरक निदर्श 


($क्राएश5०॥-पम्रीं ल5 ॥एणाफ्रांश'-8 ९८९९-३० 000) 





पूर्व अध्यायों के अन्तर्गत उन निदर्शों का अध्ययन किया गया है जोकि कीन्स 
के अल्पकालीन सन्तुलन के विश्लेषण पर आधारित हैं। ये निरदर्श वास्तविक तथा मौद्रिक 
रूप में व्यक्त किये गये है, परन्तु स्वायत्त निवेश के अतिरिक्त पूँजी सचय आदि की उपेक्षा 
की गई है। इन निदर्शों के अन्तर्गत जनसख्या वृद्धि की दर एवं तकनीकी प्रगति की दर को 
ज्ञात मान लिया जाता है। 


परन्तु अधिकाश अमुभवयुक्त अध्ययनों द्वार ज्ञात हुआ है कि इनमें चक्रीय परिबर्तिता 
(0५०॥८७| ४क740॥9) पायी जाती हैं। इसके अतिरिक्त कुछ अनुपार्दों में दीर्घकालीन प्रवृत्ति 
अथवा उपनति (77८४५) भी विद्यमान रहती है। अतएव इन उपादानों (8००४४) के 
अध्ययन द्वारा दीर्घकालीन सन्तुलन की विशेषताओं का ज्ञान होता है। इस अध्याय में हम 
चक्रीय गति (0/०0८५ 70५८०॥०७१४) के अध्ययन का प्रयास नहीं कंगे, अपितु कुछ 
दीर्घकालीन प्रवृत्तियों के आकलन का प्रयास करेंगे। 


अधिकाश चक्रीय गतियों के मुख्य-मुख्य उपादानों (78005) का सरलतापूर्वक 
उल्लेख किया जा सकता है। बचत-आय अनुपारता के अन्तर्गत अश (पिषयाध्यकष०) 
धनात्मक अथवा ऋणात्मक हो सकता है। असाधारण अवस्थाओं में उपभोक्ता के बजट का 
सर्वाधिक समायोज्य भाग बचत होता है। 


अत मदीकाल ([0८.97८55700$) थवा अपगमन (२०८८४४८००५) की अवधि में 
कम मार्नों [,09४ ४७८७) तथा कुछ स्थितियों में ऋणात्मक मार्नों एवं सहसा वृद्धि 
(80079) की अवधि में उच्च मार्मों को प्रदर्शित करने हेतु इस अठुपात में उच्चावचनों 
(00८॥०४४०॥७) की प्रत्याशा की जानी चाहिये। 


।... बचत-आय असुपात के स्थान पर उपभोग-आय अतुपात के आधार पर ही गणना 
की जाती है। अप्रत्यक्ष रूप में, शुद्ध ग्ट्रीय उत्पाद [रिट गरधा०0थ छा०0०९) 
में से बर्तमाव उपभोग (0प्राट्ए/ 2०275ए१७४००) घटादे के पश्चात्‌ जो अवशेष 
बचता है, उसे बचत (53४ग9) कहते हैं। 
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सामान्य आर्थिक हास की अवधि में पूँजी-निर्ग अनुपात (त्वए्क) में वृद्धि होती 
है, क्योंकि इस स्थिति में उत्पादन में कमी हो जाती है, परन्तु पूँजी-भण्डुर लगभग स्विर 
रहता है। इस अवधि में उत्पादन में कमी मन्दीकाल की अपेक्षा कम होती है। इसी प्रकार, 
उत्पादन में तीव्र गति से वृद्धि होती है, परन्तु पूँजी (निवेश) में वृद्धि की गति मन्द होती 
है। अतश्व इस प्रकार की स्थिति में आपात मे कमी हो जाती है| पुन , अत्यधिक सामूहिक 
रूप में उत्पादन योग्य सम्पति [7000८४४०८ ४४८७) के निजी एवं सार्वजनिक भण्डार 
को पूँजी कहा जाता है। पूँजी की घारणा तथा निवेश की घाएणा में सगति होगा आवश्यक 
एव महत्त्वपूर्ण है। निजी पूँजी निर्माण (गृह, माल सूची परिवर्तन (7/८४07/ ००78०) 
व्यापाएक सरचना, तथा उत्पादक के निजी यन्त्र) एवं सार्वजनिक पूँजी निर्माण की गणना 
निवेश के अन्तर्गत ही की जाती है। पूँजी भण्डार में परिवर्तन की दर को निवेश के बग़बर 
काने हेतु, निवेश की शुद्ध माप की जानी चाहिये। अर्थात्‌ सकल निवेश व्यय में से पूँनी 
उपभोग को पटा देना चाहिये। सगति हेतु दूँजी-निर्गत अनुपात (त्वए्क) में निर्गत चर का 
भी शुद्ध मापाकन होता चाहिये। 


सर्वोर्पाप रूप से हम असन्तुलित प्रावैगिक निदर्शों (0:5०4०ए।एएप्याए 0)॥थ४7०) 
से सम्बन्धित हैं, जो कि पश्चता ([.325) तथा ब्ुटि-समायोजन की स्थितियों पर यथासम्भव 
आधारित हैं। तुलनात्मक दृष्टि द्वारा दीर्घकालीन वृद्धि मानक (50800970) सिद्ध हुई है। इन 
सन्तुलन निदर्शों को प्राय चक्रीय निदर्श (0,८४६ ;्०02)$) भी कहते हैं। 


इस सदर्भ में हम सैम्युलसन-हिक्स गुणक-त्वरक अन्तक्रिया निदर्श 
(थ्गाएट5ण-ल८5 शएणएज्राटा-8००टथाथण ॥र/श३इण०णणा )४०५८]) प्रग्तुत 
कर सकते है।” प्रो सैम्युलसन ने इस निदर्श को विकसित किया परन्तु दत्परचात्‌ प्रो हिक्स 
ने इसमें कुछ परिवर्तन किये। इन निदर्श की निम्नलिखित तीन मान्यताएँ हैं 


0). बिकास की अभीष्ट दए। 
(0) अर्थव्यवध्था में स्वायत्त था प्रेग्त निवेश। 
(०) गुणक तथा त्वरक की साथ-साथ उपस्थिति। 


यदि स्वायत्त व्यय विधमान है तथा समय के साथ इसका मान स्थिग्रक .4 है व 
स्थिस्ता की स्थिति में निर्गत स्तर 44/5 के बराबर होगा जहाँ (7/5) गुणक है। विकास के 
उताए-चढ़ाव ॥7 > 4/5 की अवय्धा में चहुँमुडी होते हैं। सैम्युलसन-हिक्स निदर्ण के 
अन्तर्गत .4 को स्थिर नहीं माना गया है, परन्तु वाह्य कारणों से इसे समय के साथ 
परिवर्त्शॉल माना जाता है। स्वायत्त व्यय सरकार द्वारा किया जाता है जिसे निर्दिष्ट उद्देश्यों 
को प्राप्त करने हेतु निर्गत में वर्तमान गतिविधियों के अनुसार नियन्त्रित किया जाता है। 
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उफरालत #,०9च७ 25 (66 छिएए-फरान दई 4००: ०००४००, रल्य2७ ण 20006 
अंतर (१49) 4939) व#%८ 20घ)5७ कै एफ 7.7. कलह. 8 00एाफफ्एण 0 

498 0८०३ व ४ पश्ण्त० (०८ (956) 
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हिक्‍्स के अनुस्तात- उपभेण एक समयाव्ि पूथ की आय का फलम है तथा निवेश 
एक समवावधि पूर्व की आय-परिवर्तन का फ़लन है! 
प्रात लो, 
है, 5झम्यावि में उप्ाइन 
८. -+प्रम्दादि में उपभेग 
4. -४संद्यावधि में निवेश 
4८ 7 समयावधि मे साकार द्वारा क्या गया स्व'दत्त निवेश 
(बाह्य रूप से नि रित) 


तब, आय ततसमऊ (70056 ॥0८70/५) को रिस्ल प्रकार व्यललत क्या जा सकता 


है 
४-6 रू «5 (4३) 
पुन चलता, श्दटाद३र (42) 
यहाँ € -उपभोग की सीन/त प्रउत्त 
४, / 5“ (-4) समयत्नधि में आय 
ह््या 47४१, /-४६ 22-१4 १, + (43) 
यहाँ » जत्वरक गुणणक 


9, २ + /--2) सूपयावधि में आर 
समीकरण (३2) तथा (43) से ८! था &, का मन क्मीकराप (44) में रखने 
पर हें प्राप्त होता है, 
४४5८१, + ५(१, /-१0..2/ + 4५ 
अथवा 7,- (८४ ५)१ , + २३५३ 54, (4 4) 
मम्तीकरण (4 4) रैम्युलसन-हिल्स निदर्श का आधारभूत सनीकरा है। 
हल- समीक्रा (44) द्वितीय क्रम का अन्तर समीजराए है। अस्तु, इस समीकरण 
को निम्न प्रकार हल क्या जा सकता है 
कसी भी अन्तर स्मीकर/ कया हल दो अवबपवों के योग के रूप में जिया जाता है। 
अर्घात्‌ 
हल- विशेष आकलक + पृरक आकलक 


अथवा ४०१, + 3८ 
यहाँ $, "विशेष आकलक 
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तथा #. 5 पूरक आकलक 
पूरक हल प्राप्त करने हेतु हम सहसमीकरण (4089 24०7०) 
श- (०+५)४, | + ५४, 250 (45) 
यहाँ 4, 50 
की सहायता लेते हैं। 


मान लो समीकरण (45) का हल 9, 5 »/ है, तव विशिष्ट समीकरण 
((7१३८/दाघरार ध्वुप्थाओ) निम्नलिखित है 


-(८+४४ -2/2- 0 (46) 
तब दो स्वेच्छ अचर्रे के रूप में समीकरण (4 6) का हल निम्नलिखित है 

४,54,३// + 4:32' (47) 
यहाँ), तथा ).2 ट्विधाती समीकरण 

2-(८+०+ ४5० (48) 
के दो मूल हैं। अर्थात्‌ 

मय >विश+ पुलिवाए० (६9) 


समीकरण (4 9) अथवा सप्तीकरण (4 8) द्वार स्पष्ट है कि 
3।+)2 ₹ 0 +४>० 
तथा )० २४०0 (4 40) 
अब हम ८के सापेक्ष +क्रे विभिन्न मार्नों की सम्भावगाओं का अध्ययन करेंगे 
2) प्रथम स्थिति, मूल 2, तथा 22वास्तविक हैं एवं पथ चद्रीय नहीं है, यदि 


(८+777 > 47 
[वदि ८४ +2:# ८ 5 0हो तब >के दो मान निम्नलिखित हैं 


-0& १-48 


अंक 2 7 व 


लि 2 /227 कि  02 2222] 


अर्थात्‌ रथ 
व्‌ 55 2० ध्द् 22 
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अथवा (८+णा 
हनन अमन पर हि 


[20 द्वितीय स्थिति, मूल 2, ठवा 32 मिश्रित [000]089/2 ८०४7७१०४) अथवा 
काल्पनिक, यदि 


(८+श<4ः 
सकती कह 
अथवा शा डे 
इसका हात्पर्य यह है कि यदि ऐसा हो जाये तब समीकरण (4 6) का हल 
३७7१4, / + 42४ 


(यहाँ 4,, तथा 442 स्वेच्छ अथर हैं) 
चक्रीय (05थ80५) होगा। 
(४0) तृत्तीय स्थिति घूल 3., तथा ).. बयबर है, यदि 
(६#मं 5 4» 
तब पथ परवलविक (?08४७०॥८] होगा। 
विशेष आयलक को निम्न प्रकार ज्ञात किया जाता है 
समीकरण (4 4) के पद 4, को स्थिर (4, 5 2) मन लेने पर 


#*4, 4, 
अथवा 2४ ४५+ 5 + 
तथा ३,25४,25/4 


अत समीकरण (4 4) को मिम्म प्रकार लिखा जा सकता है 
अ्८+ए) 4+ण्व व 4 


पता अड्ज - (0<०<7) 
डन्द 


अत निददर्श का सामान्य हल निम्नलिखित है। 
2,२३२, + 2५ 


४५७ हडओी, +4%५+ 4 (4 ॥4) 
बन्द 


अब 4, वा 42 का मात ज्ञात क्से हेतु 25 0टवा 3 * 8[प्रएम्मिक मान) करे 
दर हमें (4 ॥) से निम्ताकित दो समीकरण प्रम्म होते हैं 
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४, + 4, + 4250 
45० 


शा ४3५24 407) नया (4 22) 
बजट 
समीकरण (4 2) में निहित दोनों समीकरणों को हल करने पर 
औै-८ 
हु 2 ऑल, “25<0.अकीर पु 
॥ कतहनेओो 
तथा न ८-2 


(४-०/७/-+०) 
हम परिणार्मो की व्याख्या ८ के मान को स्थिर (अथवा ज्ञात) मानकर तथा » के मार 
प्रें परिबर्तन (अर्थात्‌ निरदर्श में समयावधि की पश्चता में परिवर्तन) के द्वारा की जा सकती 
है।! रेखाचित्र 4! में (॥5) तल पर विभिन्न क्षेत्रो को प्रदर्शित किया गया है। दोलन की 
न्यूनतम समयावधि हेतु + € 7-5 5 ८(८ज्ञात हो।) 


हैः ६ 
(/-८)९४< 









&६(20056 
0$6६:ब70# 





पा ६2880 
0350८:बाद्ट् 








57/22) 
८620४४7/ 





रैखाचित्र 4 


उपर्युक्त रेखाचित्र से निम्नलिखित महत्त्वपूर्ण परिणाम प्राप्त किए जा सकते है, 
[) यदि ४> २, तब विस्फोटक चक्र ([फक्ृ/0०आ२० ८०५०८) है 


। ..गुणक त्वरक निदर्श के उच्च अध्ययन हेतु देखिये 
ए२,९.0.4०११ १४०८९०-६८००७००६८ 7#८०7(4970) (ऋव्क्नर 77:20 
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(0) यदि ४5४, रब नियमित चक्र (ट295 ०५ ८९) हैं। 

(ए) यदि »> 7, रब परि्ान्दित चक्र (ठ48920 ०५८९६) है। 

5-८ के प्रभाव का महत्च कम है, पस्लु इन परिशामा द्वग शीत्रतापूर्वक निर्दिष्ट 
होता है। रेखाचित्र 4 द्वरा जेत होता है कि जिस प्रकर 5 मान में कमी हो्टी है, उसी 
प्रकार चक्रों अथवा दोलनों का परिसर सडुचित होता जाता है। एक इकाई के अस्त + 
का होत्र उतन माना जाता है, पस्तु इकाई टथा 3 के मन में अधिक अर नहीं होप बाद 
#(</-८)छोटा हो। 


5 


पश्चता निदर्श अथवा स्व:समाश्रयणीय निरदर्श 
(22 ००९७६ 07 #प्रा०76ए्टाः९६४४९ १००९५) 





पश्चता 
(््छ्ो 


कारण तथा प्रभाव के मध्य समयावधि को पश्चता ([.98) कहते हैं। एक आर्थिक चर 
पर अन्य चर का प्रभाव कुछ समय परचात्‌ दृष्टिगोचर होता है। अवुभवयुक्त शोध के अन्तर्गत 
पश्चता चर्ो का उपयोग माँग के अतिरिक्त अन्य क्षेत्रों तक ही सीमित है। अर्थशाम्त्र के 
अन्तर्गत रेखीय समाश्रयणीय निदर्श आश्रित एव म्वतत्र चरों के मध्य कारणात्मक सम्बन्ध को 
व्यक्त बरता है। अर्थात्‌, स्वतत्र चर्ो में से एक चर में इकाई परिवर्तन के फलस्वरूप आश्रित 
चर में कुछ समय व्यतीत होने के पश्चात्‌ परिवर्तन होता है। अर्थात्‌ कसी निश्चित समयावधि 
के पश्चात्‌ ही किसी 'कारण' का प्रभाव उत्पन्न होता है। उदाहरणार्थ, आलू के मूल्य में कमी 
का प्रभाव उसके उत्पादन क्षेत्रफल ($८४८०९८) पर आलू बोने के समय पर ही होगा। इसी 
प्रकार अग्रिम उत्पादन के समय तक आलू के उत्पादन में भी कमी नहीं होगी। कारण तथा 
इसके प्रभाव के मध्य व्यतीत भम॒य को ही पश्चता (.38) कहते है। 


पश्चता एक निश्चित समयावधि हो सकती है, जैसे त्तीन वर्ष अथवा एक माह आदि। 
परन्‍्तु अनेक स्थितियों में किसी कारण का प्रभाव अनेक दिनों अथवा माम्मों अथवा वर्षों में 
बिभाजित होता है। इस स्थिति को वितरित पश्चता अथवा विभाजित पश्चता 
[0$9700०0 .98) कहते हैं। उदाहरणार्थ, किसी विज्ञापन द्वाए बिक्री पर कुछ प्रभाव आज, 
कुछ कल तथा कुछ प्रभाव कुछ समय पश्चात्‌ हो सकता है, आदि, आदि। कारणात्मक 
सम्बन्ध जिसके अन्तर्गत स्वेतन्त्र चर में किये यये परिवर्तन का प्रभाव दीर्प समयावधि में 
वितरित होता है, बितरित पश्चता प्रमाव ([5$ध70०८० [९8 58०८) कहा जाता है। 
स्व॑समाश्रयणीय निरदर्श एवं वितरित पशचता निदर्श प्राय समान सदर्भों में उदित होते हैं। 
अर्थात्‌ जब समायोजन साथ-साथ नहीं हो पाता अथवा जब वर्तमान समयावधि के अन्तर्गत 
प्रत्याशा स्वतत्र चर के विगतमानी पा. आधारित होते। है, उस समय 'दि्तीएत 'पश्चता अथवा 
स्व॒समाश्रयणीय निदर्श उदित होते हैं। स्व समाश्रयणीय निदर्श वे रेखीय निदर्श हैं, जिनके 
अन्तर्गत आश्रित चर के मानों में स्वतत्र चर के सापेक्ष समय पश्चता होती है।” वाम्तव में, 
एक समात्रयणीय निदर्श को सदैव वितरित परचता के रूप में व्यक्त किया जा सकता है। 
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समय पश्चता के अनेक काएण हो सकते हैं। परन्तु सुविधातुमार इन काएणों को 
निम्नलिखित तीन समूहों में व्यक्त किया जा सकता है। 


(7) मनोवैज्ञानिक कारण (?5/०४००.४८०४ ९३४०॥५) 


इस शीर्षक के अन्तर्गत उपभोक्ता की कुछ निश्चित मान्यहाओं तथा आदतों को 
सम्मिलित किया जाता है। उत्पादन का निर्धाएण करते समय माँग के विषय में धूचमा प्राप्त 
करना आवश्यक है, परन्तु जब तक सूचनाएँ प्राप्त होती है, तब तक उनका समय व्यतीत 
हो जाता है। अत निर्णयों को अत्यधिक विलम्ब से लागू करना पड़ता है। इस्त प्रक्रिया में 
विगत माँग पर निर्भर रहना पड़ता है, जोकि प्रत्याशा के लिये आवश्यक है। अम्तु, मौग 
में परिवर्तन के फलस्वरूप उत्पादन स्तर में परिवर्तन कुछ समय पश्चात्‌ ही सम्भव होता है। 


(7) हकनीौकी कारण (76८४॥॥08] [२८३५०॥५) 


तकनीकी कारणों हेतु, माँग परिवर्तन के परिणामस्वरूप उत्पादन में हे पिन 
समयावधि में वितरित होते है। उदाहरणार्थ, यदि उत्पादन में वृद्धि का निर्णय क्या जाता 
है, तब उत्पादन बृद्धि के उच्चतर स्तर को केवल चरणों (9:2८) द्वारा ही प्राप्त करना सम्भव 
है। इसी मध्य माँग में पुर परिवर्तन हो सकते है, जिनका रामायोजत आवश्यक हो जाता 
है। इस प्रकार माँग के सगत उत्पादन करने हेतु एक निश्चित समय पर नहीं अपितु औसत 
माँग को समयाजधि पर ट्वष्टिगत रखना आवश्यक है। अत किसी समय विशेष पर किया 
जाने वाला उत्पादन माँग के विगत औसत परिवर्तनों पर निर्भर करता है। 


(गा) सस्थागत कारण [5ए09। ।२९३६७॥५) 


इसके अन्तर्गत दो स्थितियाँ सम्मिलित की जाती हैं. (७) वे स्थितियाँ जबकि माँग 
अथवा उपभोक्ता व्यवहार में परिवर्तन होने से पूर्व व्यय की सबविदात्मक वम्बुओं 
(0०॥४०८ए४  स्‍०75) अथवा बचत को समायोजित करना आवश्यक है, (8) इम तथ्य 
के परिणामस्वरूप उत्पन्न स्थितियाँ जबकि कुछ बाजार विशेषत॒ टिकाऊ बस्तुओं (00729० 
8०००5) हेतु आर्थिक दृष्टिकोण से अपूर्ण हैं। 

पश्चता चिदर्शों के प्रकार 
(7५9९5 ० 398 १००८५) 

पश्चता निदर्श दो प्रकार के होते हैं- प्रथम स्थैतिक तथा द्वितीय गत्यात्मक। म्थैतिक 
निदर्श में परिवर्तन शीप्रतापूर्वक होते है। परन्तु वास्तविक जीवन में यह सम्भव नहीं है। अम्तु, 
सदैव समय परचता विद्यमान रहती है। परिणामस्वरूप निददर्श गत्यात्मक प्रकार का होता है, 
अत पर्चता निदर्श गत्यात्मक निदर्श हैं। 


. #ैएगरद््ल्ततड क0ट॑शीड 22 पाध्य कठतशई कि 00096 ॥ह्डलव एशीएटड ली फट 
तंल>थघ दया "क्रा290० 03 ॥तै०95७८८०। प्यगडति०ड 
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नत--+--_+_+त+>तत+-_हह..... 


पश्चता निदर्श को निम्न प्रकार परिभपित किया जा सकता है 
४*८००४, + ४४५ + ०४, 
यहाँ, आश्रित चर तथा .€,, _(, व #; म्वठन्त्र चर हैं और ८,8 व ८ स्थिर गुगाक 
हैं। अर्थगाम्त्र के अन्तर्गत स्वतत्र चर्यो का प्रभाव शीय्र नहीं होटा, अपितु कुछ समय पर्चा 
(एक अथवा दो वर्ष आदि में ) होता है। उदफरपार्य, मानलो आलू की फसल का क्षेत्रफल 
केबल पूर्व मौसम में आलू के मूल्यों का ही नहीं अपितु पूर्व मौसम में फसल के क्षेत्रफल 
का भी फ्लन है, अयो्ठ, 


शी, "4+6,/ 4, , +022 / + €; 


यहाँ 4. 5 / समपावधि में आलू की फसल का 
क्षेत्रजल 
ै, / 5 पूर्व समयावधि में आलू की फसल का 
क्षेत्रक्ल 


# + * पूर्व समयादधि में आलू का मूल्य 
आर्थिक विश्लेषा में प्रयुक्त कये जने बाली परचत्य अेक प्रकार की हैं। परन्तु 
निम्नलिखित दो प्राएलियाँ विशेष्र रूप से उल्लंखनीय हैं 
(() समायोजन परचता (80|५5६३८४८ 7.48) 
(2) प्रत्याशित पशचता (&59०८४५०४७४ [8) 
समायोजित पश्चता (80]050८व (3९2) 
समायोजित परचता तकनीकी तथा सम्थायत दृद्ताओं का प्रिणम है, जिसके अभाव 
में प्रतिक्रिया असम्भत्र है। वस्तुगत कठिनाइयों (विलम्ब) द्वार उत्पन्न पर्चा को समायोजित 
पश्चतला कहते हैं। 
प्रत्याशित पश्चता (&फ८४०००० 98) 
प्रत्याशित पशचता व्यक्तियों के मनोवैज्ञानिक व्यवहरों का परि/म है। अतश्ब, यदि 4, 
/समयावधि में विसानों दशा आलू वी उपज हेतु उपयोग किये गये शेजफल को प्रदर्शित काटा 
है था 294 / समयावधि में उपज का प्रत्याकित मूल्य प्रदर्शित करता है, टव 4, आश्रित 
चर तथा 2», म्वतत्र चर है, अत 
# / (2०0 अबवा 4, ह ४८% यहा & 5 स्विगक 
* (7५0 अबवा /, में परिवर्तन वम्तविक मून्य का फलन नहीं है, अपितु 
प्रत्याशित मूल्य का फ्लन है। अब हम इन परचतपओं को समझने हेतु इतके तिदशों का 
अध्ययन अपग्रपन्ियों में 
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समायोजन पश्चता निदर्श (80]ए5ए०८४ [8 १४००८) 

समायोकित पश्चश निद्श अब पक्चतायुक्त-्मयायोजर न्दिर्श (2&86- 
22प्रद्शाशम 704८४) के ऊन्तात यह यहा जाता है कि पूल्यों में पित्त के एल्लस्वत्प 
ही क्सिल अपने उत्पादन स्तर का निर्धारण शने झने (ण४:४८!॥॥/ करते है। 





पूर्ण समायोजन करने के पश्चात्‌ मानलो 4समय में उपज हु छ्षेत्रन्‍ल 4५, है, जबकि 
पूर्व समवावधि ((-2) के अन्तांत मूल्य £, , अध्रिम समयावधि हतु अपन्विर्तित खत है। 
दाम्टविक गेपिव देकल! (3,) के विपरयित 4«, पूर्व वॉछित ऐपिल पेजकला! [2257 
4८३४८ 9272०) ब्हते है। 4०, पूर्व सदिनीय (निर््श) 










रूप में 4« को न्‍िम्त प्रकार व्यक क्या जाता 
मनत7+४2,+०, 45 4) 
यह (2. 52.) 
यहाँ ७ ्डूटि-पद 
०,&४ 5 स्वियक्ञ 





अब / समदादपि में वल्त्विक ग्रेरित छे्रस्त (4,) एवं पूर्व समंगदधि में गेपित 
क्षेत्रफल तया वांछित क्षेत्रअल 4, एवं पूर्व समयावप्ि में वास्टविक ह्षेत्रजल के मध्य 
अन्तर के 8 (0 < 8 < 7) अदुरुत के योगा के बंग़बर है। अस्तु, परिकल्पना को 
मिम्नलिखित रूप में व्यक्त क्या जावा है 


54 /7(4०4-4..३१+ + 








अथवा डा] 0(44 ०-4 घर. (5-2) 
यहाँ ४ न हूटि-्पद 
8 सनयोजन गुरान 


यहाँ हम 4, , की 4०, तक दृद्धि करना चहते हैं, परन्दु इसमें तन्काल वृद्धि नहीं 
की जय सर्कर्त है। रेखचित्र $] दवा न्यप्ट है क्षि लक्ष्य 4०, को आन करने नें अधिऋ समय 
तोेगा, जहीं 8 वा़ित वृद्धि का एक माय है। 


हर. ६९४४॥५ 07 8९॥९6%९ 
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प्रा एश्चता विदर्श अथवा स्व सम्राश्रयणीय निरदर्श 
अल---त+तमत_त+मत.-.ट 


समीकरण (5 2) को 4", के लिए हल किया जा सकता है 
८-4, / "/4 ,-4; /20+ ५ 


अथवा 4-४; +04,-4/ / + ५ 
अथवा 5 
4055-5४ नए. 59 
#'का मान समींम्रण (5 |) में रखने पर, 
/ श् र्ड्ं हक ४ | द्मशी /+ ८ (5४) 
समीकरण (5 4) को .4, के लिए हल कछे हेतु, हमें प्राप्त होता है, 
4, 5 67 | + (2-0)4, , + 8४, + ४ (55) 


वास्तव में हम इस समीकरण का आकलन करना चाहते थे। यह समीकरण ,4', से 
स्वतत्र है। यह समीकरण समन्वय पश्चता निदर्श हेतु पश्चतायुक्त समीकरण है। पश्चतायुक्त 
समीकएण (022०0 84७४0०॥) वह समीकरण है, जिसके अन्तर्गत पश्चतायुक्त प्रतिमान 
स्वतन्त्र चर के रूप में विद्यमार होते है। अस्तु, इस निदर्श हेतु सत्यापित समीकरण 
निम्नलिखित रूप में व्यक्त किया जा सकता है 


4, 50/+ 6८272. /+2/, / + ६ 656) 


आकलित समीकरण (5 5) के साथ गुणाकों की ठुलना द्वारा हमें 8/, 62 तथा #के 
आकलक प्राप्त होते हैं। फलस्वरूप 
2/ 5०8 822 5 की, ७ 5 (7-9), 4 58८+ ५ 
अतएव, झ मार्नो को प्रतिस्थापित करने के उपरान्त ,4, का आकलन किया जा सकता 
है। इस प्रकार के समीकरण को 'लघुकरणात्मक स्वरूप का समीकरण (2००४०७० #0॥य 
&५५४४०॥) कहते हैं। 
प्रत्याशित पश्चता निदर्श (89०८०४थआणा 798 2४०१९) 
प्रत्याशित पपवता निदर्श को अनुकूली (80990२५6 &/7६८८४॥०)५ (००९) भी 
कहते हैं। इस निदर्श के अन्तर्गत वास्तविक गेपित क्षेत्रफल (4,) को वास्तविक मूल्य का 
फलन न मानक्य उत्याशित मूल्य (/7,) का फलन माना जाता है। अस्तु, निदर्श को गिम्त 
प्रकर व्यक्त किया जाता है 
मैं; न ब्+पट +प्र। (57) 
यहाँ 2६ 5 जुटि-पद 
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यहाँ समन्वय की समम्या उत्पन्न नहीं होती है। अब प्रश्न यह उत्पन्न होता है कि 
# को किस्त प्रकार निर्धाग्त किया जाय 7 इसको पूर्वाचुभव के आधार पर निर्धारित किया जा 
सकता है। यहाँ इस निर्दर्श की महत्त्वपूर्ण परिकल्पना निम्न प्रकार है 
ी,च7, ,+7 2६ नी, ।/ (58) 
यह 2, / 5 (/-2) समवाचपि में प्रत्याशित मूल्य 
#, , 5 (/-2) प्मयावर्धि में वास्तविक मृल्य 
4 + अनुकृलन गुणशन, (0<2 < // 
अर्थात प्रत्याशित मूल्य का अनुकूलित काम वास्तविक मूल्य के अनुरूप कान का 
प्रयत्त किया जाता है। गुणाक 2 का अवुकूलन गुणाऊ (00८शश्या ण 8089 ६0075) 
कहा ज्यता है। 
यदि 2 का मान शून्य के निकट हाटा है, तब प्रत्याशित मूत्य, मूल्य निष्याइन के 
सापेक्ष अनुकूलित किये जात है। यदि / का मान इक्ताई के न्झिटततम हाता है, तय लाभा 
पूर्णल्पेण अनुकूलन है। अर्थात्‌  सम्रयावधि में प्रत्याशित मुल्य लग्मा (/-7। समवायधि 
के बाम्तविक मूल्य के बगयर है। 
समीकरण (5 8) से #, का मान समीकरण (5 7) में एखने पर, 
4, #2+8 (2, /++ (2! /-7, /)7+४ 
अथवा 4, न 2+थ। ,+80 (2 /-7, ,)+०; 
>्रर0 (/-2)22, /+7% (59) 
यहाँ 2,_, एक 'प्रत्याशित मूल्य! है जिसका प्रेक्षण नहीं किया जा सकता है। अस्तु, 
समीकरण (५9) वा अनुभावयुक्त आकलन कसे हेतु 77, , को प्रेक्षण योय चें के रूप 
में व्यक्त करना चाहिए। इसका रुपातरण समीकरण (5 7) द्वाग निम्न प्रकार किया जा सकता 
है 


4, + ,+छ7 +;५ 
(के स्थ'न पर ((--/2 रखने पर, 
4, / # दन्ध्ट, /+०। / (540) 
9", के लिए हल म्मने पर, 
हर 27 
जी, / ५5% २7३5 7३॥,४४ (5 34) 


समीकरण (5 ]]) से #, ,का माव समीकरण (5 9) में रखने पर, 


93 पस्चता निरदर्श अथवा स्व सम्राग्रयणीय निर्देश 
री क इस पअक आज > शी लीन > नयकअ: ५६:0४ /क2406 2म 0: वि डे ४ मर धक: 


के >ल्ा-9 हूँ 4 लीड २। सके कण 


88४ 
ह ध+4, (+4-॥, /+द+9, ++// /+;/* 
अथवा 
4, ह 22+[7-))4, | +9, /+(४/-(२-३ ०; /] (52) 
हमें इसी समीकरण की आवश्यकता थी। इस समीकरण का लघुकणात्मक स्वरूप भिम्न 
प्रकार व्यक्त क्या जा सकता है 
40 +2/+ 224 /+ 297 /+६ 5 43) 
समीकरण (5 2) तथा ($ ॥3) की तुलना करने पर 8,, 82, ४ तथा ८, के मान 
आकलित प्राचलों के रूप में निम्न प्रकार है 
8| 5 ४0, 82 5 (4-+/, 83 5 80, तर €, 5 ४/- (/-7/ ४, + 
आम्तु, समीकरण ($ 3) में उपरोक्त मान रखने पर /, का माने ज्ञात किया जा सकता 
है। 
समायोजित एव प्रत्याशित पश्चया निदर्शों का संयोग 
([(०ग्रण॥४0000[ 89]75पालण भात &फ्ु०ट॥।०)9 758 )/00९५) 
सयुक्त निदर्श की सरचना करने हेतु हम निम्न लिखित तीन महत्त्वपूर्ण समीकरणों का 
उपयोग करते है 
4, 5वक्‍्ध्ा, (5 44) 
(5 ; कया 27, दोनों प्रत्याशित मूल्य हैं) 
०, + "44 /-74, / (5545) 
(समन्वय निदर्श की परिकल्पना) 
॥ 44 82 (5 6) 
(प्रत्याशित निदर्श की परिकल्पना) 
ममीकाण (5 4) से 
अं च्क्म्पी। 
तथा सा कच्ब+प। ।) (5:7॥]॥ 
4-47 # (|) (58) 
समीकरण (5 6) से 7” - 7, , का मान एउने पर हमें प्राप्त होता है, 
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4-4, / 5 ०(९ /+, , (5 9) 
पुन. समीकरण (5 7) से /?, , का मान रखने पर प्राप्त होता है, 


43५४-७8 +- है] 


+ ०0, ।-) (5, । - 9) 
अधवा अं, --२)४', / 5 27 + (520) 
अब, समीकरण (5 5) की सहायता द्वाया, 
4,०34, + *ह (8-4, /) 84 ,-4, । 
अथवा 44 54, - 4 /++/, + 


528 4 जे (8,- 0-84, 2. 527) 


£ के स्थान पए (४-2) एखने पर हमें प्राप्त होता है, 


45 $ (4: 4- (2-94, 7 
दोनों ओर (-2.) से गुणा काने पर, 


(7-2) 





(7-44 /) 5 (4, 4 - 4-8) 4, 7 (522) 


मसभीकरण ($ 2।) तथा (५ 22) के मान (5 20) में रखने पर प्राप्त होता है, 
4, - (4-2) 4 । 5 क +9 £ + 
5 कविकतक4 ॥ “हि ए +0-# कं 
रू), + 90. / 


2५ _ (2-8 (2-2) 
अथवा >> 4, / “ऊ+ 4, / १ ०0+#722 / - 
डे ड़ हु ह - 7 


0-२)//-8/ ५ 
हा हट 
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अथवा 4, -((४-8/ +(4-68)4, ,7 5००४+०१४० , 


>(-7) (2-04, » 

अथवा 4, 5 228+02/8 | + 72-86)4, , -(7-2/ (7-4, 2 
(5 23] 
समीकरण (5 23) के द्वारा निदर्श का वास्तविक समीकण निम्स प्रकार लिखा जा सकता 


4; क 8/+02न्‍, ।+03#, ।/+2४, 2. (5 24) 
यह लघुऋरणात्मक स्वहूप का रूमीक्रण है। 


समीकरण (5 23) तथा ($ 24) की तुलना करे पर अज्ञात समाग्रयण गुणाकों के 
मान निम्नलिखित रूप में प्राप्त करते हैं 

8/ 5४28, 82 5 98 8; 5 (2.), तथा 2५ - (!-2.)(7-9) 

यद्यपि हमने पश्चता निदर्शों को एक फमल के रोपित क्षेत्रफल के पर्दो में ही व्यक्त किया 
है, परन्तु इस प्रकार के निदर्श अर्थमितीय शोध में सामान्यत पाये जाते है। उदाहरणार्थ, 
/'फ्रीडमैन स्थायी-आय परिकल्पना". [घाल्कक्रभा. एव्याशाहा. पा०0गा 
प्र/7०॥५७७५) को पश्चता पिदर्श के पर्दो में व्युत्पादित क्या जा सकता है। सामान्य रूप में 
स्व समाश्रयणीय निदर्श में कई प्रश्वता आश्रित चर हो सफ्ते हैं। इस निदर्श को सामान्य 
रूप में निम्म प्रकार लिख सकते है 

4 569क्‍भ्व 2, + +०८२०८६+ ७/४, / + 027. / + 

+0,7.,+८; (5 25) 


यहाँ +स्वसमात्रयण का क्रम है। 
परश्चता निदर्श के अन्तर्गत अधिनति (83547 4.38 ४०१६५) 
पश्चता निदर्श में त्रुटि पद की समम्त मान्यताएँ पूर्ण नहीं होती है।' विशेष रूप में, 


ख़तमत्र चर ४+, ४,2 , ४, , याद्ृच्छिक (२870०घा) होते हैं तथा ये पश्चता बरुटि 
पद ६ » ६»... &,, से क्रमश सहसम्बन्धित (0०घ८०००) होते हैं। अतश्व गुणाकों 


।..ब्रुटि पद की मुख्य मान्यताएँ निम्नलिखित हैं 
09) (६८250, 
(ऐ्: ७. 5थ०६,) 5 0, ई5<>0०तथा 
(७) 8(६६५.,) 5४. , [55०0 
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6 तथा & के आकलित मात्र (समीकरण 5 25) है। यद्यपि ये सगत है, ठथाप अनभिनत है, 


यदि ब्रुटि पद की अन्य मान्यताएँ पूर्ण होती है। 


चुनश्च , प्रत्याशित निदर्श के अन्तर्गठ सामान्यत द्वुटि पद की अन्य मान्यताएँ पूर्ण 
नहीं हो पाती है। इसके लिए हम समीकरण (5 ।2) का अवलोकन करते हैं, 


4, 5१40 + (7-0) 6, , + ७7 , + (४/-(7-7) ४५ /7 
यहाँ चर 4, , ब्रुटि-पद &, / पर निर्भर करेगा, जैसाकि समीकरण (5 0) द्वारा स्पष्ट 
है, अर्थात्‌ 
4 $ 5 ६+2/2० /-४, / 


ब्रुटि पद ८ * ६८५ - (2-2) ४; । भी ४; / पर निर्भर करता है। अतएवं स्थतन्त्र चार 
4, + समकालीन त्रुटि-पद €, तथा परचता त्रुटि पद €, ,, & 2 आदि से भी सह सम्बन्धित है। 


इस स्थिति में, समाश्रयण समीकरण के गुणाकों के न्यूनतम बर्ग आकलन असगत 
([77०55८॥६) तथा अभिनत (874520) होते हैं। अतएवं सामान्य रूप में, प्रत्याशित 
पश्चता निदर्श अधबा अनुकूली प्रत्याशित निदर्श द्वागा समाश्रयण प्रकार के असगत तथा 
अभिनत आकलक श्राप्त होते हैं। समन्वय परचता निदर्श में, न्यूबतम बर्ग आकलक अभिनत 
हथा संगत है। 


पुन , अप्रिम अध्यायों में यह अध्ययन किया जायेगा कि ब्रुटि पदों में क्रमिक 
सहसम्बन्ध ($९४० ००7८।४४००) द्वार ही न्यूनतम वर्ग आकलक को अभिनत नहीं करते 
हैं, यद्यपि वे अदक्ष (/0०॥0) होते है। यदि त्रुटि पदों में क्रमिक सहम्तम्बगा हो तथा 
समीकरण में पश्चता आधित चर हो तब न्यूनतम वर्ग आकलक अभिनत तथा असगत होते 
हैं। यह दोनों निदर्शो-समन्वय पश्चता निदर्श तथा प्रत्याशित पश्चता निदर्ण के सम्बन्ध हें 
सत्य है। 

घितरित पश्यता निरदर्श 
(9509 ण०१7,472 2४००८) 


हमने उन पश्चता निदर्शों का अध्ययन किया है, जिनके समीकाण में आश्रित चर के 
आए वश्चताघुक्त होते हैं! इनके पिपरीत अर्थामि्तीया शोय के अन्ताति आधा देसे दिव्य थी 
होते हैं, जिनके समीकरण में स्वतन्त्र चर्रों के मार पश्चतायुक्त होते हैं। उदाहरणार्थ, निम्नाकित 
प्रकाए के उपभोग फलन को वितरित पश्चता निर्दर्श [॥50707०0 ॥ ७8 2/००८)) कहते 
हैं 
६; 58०४9 2:४227 ।+ 9 3० 
(5 26) 


०2५ बश्वता निरदर्श अथवा स्व सम्राग्रदर्णीय निरदर्श 
लेक करे सनम न9+ ५3 >>+न «कर नन+ 5 -«भआन्‍-« थे ५ “पकने +4०००८५०४७२०५फसकेन +क++ नरक 


यों ८; < /समयावधि में उपभोग 
$.. 5 शसमयावधि में आय 
% /5 (/-7) समयावधि में आय 
३६ 27 (/-2) समयावधि में आय 


इन निदर्शों का उदय प्राय उन परिस्थितियों में ही होता है जिनमें प्रचता निर्श अथवा 
समाश्रदणीय निदर्श उत्पन्न होते है, अर्थात्‌ जब समायोजन शीक्रतापूर्वक नहीं हो सकते है 
अथवा विधमान समयावधि में प्रत्याशित मान स्वतन्त्र चर के पूर्ववर्ती मार्नों पर निर्भर करते 
है। वास्तव में, पश्चता तरिदर्श को सदैव वितरित पश्चता के रूप में व्यक्त किया जा सकता 
है। उदाहरणार्थ हम समन्वय पश्चता निदर्श को प्रस्तुत करते है। 


4.5 49+085 /#(7-)) 4 /-7ि, +-8०+ ४ (0 
(समन्वय निदर्श का लघुकरणात्मक समीकरण) 

(/-7) के पर्दो में, 

4, +5 ०१४९६ 2«(/-)4, 2+064 (५ + 

समीकरण (0) में .4, , का मान रखने पर प्राप्त होता है, 

4 5 ०१+6ीट /+ (7-0 (28002 २+(7-१4, 2 

६.४ 4५ | +० 77% 

* ी(72+(7-0)7 +मक्रा। 4 +#0(7-6)7 2 

+$ :-१- 02  0#द) + ("7 //+द।// (४28) 

इस प्रक्रिया को बार-बार क्या जा सकता है अर्थात्‌ समीकरण (3) को (/-2) के पदों 
में व्यक्त करे के पश्चात्‌ 4, 2 का मान समीकरण (5 28) में रखते है, तत्पश्चात्‌ 4, 3 का 
मान रखने पर, आदि आदि। यदि इस प्रक्रिया की 5 यार पुनरावृत्ति की जाये तो हमें निम्माकित 
समीकरण प्राप्त होता है 


4, # [2+7-8+ (4-87 + _ +नी) की 
+कीए ,+4(7-002+ . +की7-१42,4+ 
+ 7५; +४/ +(/-ी)40, । +५ ।) 
+ (-३) [80 ,+४») + [7-0 4, , (5 29) 
चूकि (7-6) < / (क्योकि < < 7) 
अठएव समीकरण (5 20) के अन्तिम पद [7-ह 4, , का मात्र 5 के मान में वृद्धि 
के साथ कम होगा। अर्थात्‌ शूत्य की ओर प्रवृत्त होगा। यदि इस पद की अवहेलबा की 
जाये, तब समीकरण (5 29) शुद्ध वितरित पश्चता निदर्श है। 
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इसी प्रकार प्रत्याशित परचता निदर्श (5 72) को वितरित पत्चता निदर्श में रूपान्तरित 
किया जा सकता है। परिणामस्वरूप हमें निम्नाकित समीकरण प्राप्त होता है 


4५ 5 [/+(7-3.) +(7-२/ +_ +[7-2] ७98 + 
+9.(7-2)0, 2४. +80(7-202,, | 
+0४/-(-2.४, ।+(:-)/ 4; , (530) 
चूँकि (7-2) < /, स्थोंकि 0<»< 7) 
अतए॒व अन्तिम पद (7-».”* 4, , का मान शून्य की ओर प्रवृत्त होगा। इस पद का 
परित्याग करने पर समीकरण ($ 30) शुद्ध वितरित परचता निदर्श है। 


समन्वय पश्चता निरदर्श के वितरित पश्चता रूपान्तर (5 29) तथा प्रत्याशित पश्चता 
निदर्श के वितरित पश्चता रूपान्तर (5 30) में मुख्य अन्तर निम्नाकित है 


समन्वय पश्चता निदर्र के अन्तर्गत त्रुटि पद में क्रमिक सह-सम्बन्ध होता है, पधचपि 
ब्रेंटिपद ; तथा ४ में क्रमिक सहसम्बन्ध नहीं होता है। प्रत्याशित पश्चता निदर्ण के अन्तर्गत, 
यदि ब्रुटि पद &, में क्रमिक सहप्म्बन्ध न हो तब समीकरण (5 30) के ब्रुटि पद में भी क्रमिक 
सहसम्बन्ध नहीं होता है। 

वितरित पश्चता को अनेक हपों में व्यक्त किया जा सकता है, पसन्‍तु निस्‍्नाकित तीन 
मुख्य हैं 

(0). गुणोत्तर पश्चता (660प्राध्ठाल [ ७8) 

(0) परास्कल पश्चता [285८४] [.98) 

(७) बहुपद पश्चता (20))70777! [.32) 

बिठग्ति पश्चता निदर्श (5 29) तथा ( 30) वितरित पश्चता निदर्श के विशेष रूप हैं, 
जिनको “गुणोत्तरी हासमान वितरित पश्चता निदर्श' (0०0ग्रद्धा८४]५ 06008 
050700०० 8 )४००८५) कहते है। जिस प्रकार पश्चता में वृद्धि होती है, उसी प्रकार 
पश्चता कीमत चर को गुणाक के गुणोत्तरीय रूप में कारक (-?) की दर से कमी होती है। 

वितरित पश्चता निरदर्श को गुणोत्तर रूप में एल एम कोयक [.?4. 7(०)०८) 
द्वाए व्यक्त क्या गया है! 

वितरित पश्चवा निदर्श का द्वितीय रूप भी है, जिसको पास्कल पश्चता [?45०व 
]98) कहते हैं। जिन स्थितियों में, गुणोत्तर निदर्श सम्भव नहीं हो सकता, वहाँ पास्कल निर्श 
की सरचना की जा सकती है। यदि गुणाकों के सतम् भार्तें में पूर्व वृद्धि तथा तत्परचातू छास 
होने पर भारों (४८ए९४/५) के इस वितरण को प्रतिलोमित 9परचता वितरण ” [7ला60ं 
ए५-22 70॥5000/767) कहते हैं। 


99 पएरवता रिदर्श अथवा स्व सम्राग्रय्थीय रिर्दर्श 





वितरित पश्चता निदर्श का तृतीय अथवा सामान्य रूप बहुपद पर्चता' 
(ए0ज्ञाणगरार्श (9) है 

आता अं + 222, /+  +2 ४4, , « 

६53]) 


यहाँ 4 >स्थिराफ 
8;, 8> + £,९ विठरीत पश्चता गुणायः 
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भारतीय आयोजन निदेशों की व्यूह रचना 
(8#श्ञॉ९एए ० ग्रातंका ऐथाएंप्रटट १ै००थ५) 





आयोजन की व्यूह रचना ($04८६५)' सम्भव आर्थिक लक्ष्यों तथा चबनित 
(5९००८) विकास पथ का स्पष्टीकरण है, जोकि न्यूनतम लागत पर किया जा सकता है| ब्यूह 
रचना के निर्धाएण मे क्षेत्रीय आगत-निर्गत व्यूह की ग्चना करमा गौण कार्य है, जिसके द्वारा 
अर्थव्यवस्था के वर्तमान उत्पादन त्तथा पूँजी गुणाकों को प्रम्तुत किया जा सफ़्ता है तया जिसके 
अन्तर्गत समस्त विकास चर साख्यिकीय रूप से निर्धारित होते है। 


विगत वर्षों में भाततीय आयोजकों द्वार अपनाई गई विकास की व्यूह “रचना के विषय 
में अत्यधिक बाद-विवाद होता रह है।विभिन्न व्यक्तियों द्वारा इसके भिन्न-भिन्न अर्थ ग्स्तुत 
किये गये हैं। व्यूह एचनाओं को दीर्घकालीन योजनाओं से सम्बन्धित किया गया है। इस सन्दर्भ 
में, व्यूह रचना प्रमुय उद्देश्यों के अभिज्ञान (0थ000भ/707) तथा निश्चित प्रमुख 
प्रतिबन्धों पर आधारित एक निवेश प्रक्रमम [7४८507०७॥ क7०./0॥)708) है। अर्थात्‌, 
व्यूह रचना उपायों व सामान्य रूप से प्राथमिक्ताओं का वह क्रम है, जोकि इच्छित लक्ष्यों 
को प्राप्त करने हेतु अपनाया जाता है। आर्थिक विकास के उद्देश्यों को स्पष्ट रूप से निर्धारित 
काने के पश्चात उद्देश्यों की प्राथमिकता तथा गौणता को क्रमानुमार निश्चित के हेतु ब्यूह 
रचना को परिभाषित क्या जा सक्ता है! भारतीय आयोज्त वी व्यूह रचना भाज़ीय योजगाओं 
में निहित मौलिक चयर्नों द्वारा व्यक्त होती है। ये चचन आवश्यक रूप से किसी विशिष्ट योजना 
के लिए न होकर अपेक्षाकृत दीर्घकालीन अबधियों के सन्दर्भ में प्रयुक्त होते हैं। वास्तविकता 
यह है कि, व्यूह रचना में निवेश के प्रारूप (720८) ० 05८४॥९॥॥) विशेष महत्त्वपूर्ण 
है, क्योंकि इसी के द्वारा निर्धारित उद्देश्यों व प्राथमिकताओं को दृष्टिगत रखते हुये विशिष्ट 
प्रतिबन्धों के अन्तर्गत अर्थव्यवस्था विकाप्त के मार्ग पर अग्रसर होती है। वे सस्थागत चबन 
भी जो कि योजना की रूपोखा प्रम्तुत करते है, व्यूह रचना में सम्मिलित किये जा सकते 


।.. 'इत़बाध्टए/ के लिये, मूलभूत नीति', रणनीति", आधारभूत चाल' आदि शर्ब्दों का 
प्रयोग भी क्रिया जाता है। 
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हैं। उदाहरणार्थ, विकास की मिश्रित अर्थ-व्यवस्था प्रणाली की स्वीकागेक्ति। प्रगति की दिशा 
निर्षारित करने हेतु समाजवादी ढंग के समाज' के प्रारूप का समावेश भी हो चुका है। 
स्मएणीय है कि भारतीय आयोजन की व्यूह रचना द्वितीय योजत के प्राएम्भ में निर्धारित की 
गयी थी जो बाद में पर्याप्त छुटढ़ प्रमाणित हुई। 


प्रथम योजना सम्बन्धी बिकास निदर्श 
(9०णए ४००९ ण॑ काज ९9) 


प्रथम पचवर्षीय योजना को एक योजना नहीं माना जाता है। यह थोजना उन विभिन्न 
नीतियों का समुच्चय म्रात्र थी, जोकि युद्ध एवं विभाजन की परिम्थितियों द्वार उत्पन्न 
अर्थव्यवम्था के नवीन असुन्तुलनों के निवारणार्य प्रस्तुत की गई थी। इस योजना में विकास 
हेतु किसी प्रकार की स्पष्ट व्यूह रचना तथा पद्धति निर्धारित नहीं की गई थी। मूलत प्रथम 
पंचवर्षीय योजना उन विभिन्न परियोजनाओं (?70]००४४) तथा प्रक्रमों से सम्बन्धित थी जो 
कि पहले ही प्राएम्भ हो चुके थे अथवा परिनिरीक्षा ($०७॥॥५) के प्रारम्भिक चएणों को 
पार कर चुके थे। इस योजना में कृषि तथा सिचाई के विकास पर अधिक बल दिया गया 
था। इस योजना के अन्ताति परिवहन, कपास एवं जूट उद्योग (जोकि विभाजन के 
परिणामम्वरूप अत्यधिक प्रभावित हुये थे ) के विकास को भी द्ृष्टिगत रखा गया था। 

आयोजर्को द्वारा निर्धारित मौलिक मान्यताओं को भी इस योजना वी रूपोखा के 
अन्तर्गत व्यक्त किया गया था। इन मान्यताओं का अध्ययन हैरोंड-ोमर प्रकाए के विकास 
निदर्श द्वारा सुगमतापूर्वक किया जा सकता है। इसके अन्तर्गत आयोजकों ने बचत को सबसे 
प्रमुख चर माना है। मूल समीकरण निम्नलिखित है 


;#, 5३७ [ +- | हे 


यहाँ 5/? «विकास दर * & 

3 > बचत दर 

» हपूँजी मुणाक (पूँजी-निर्गत अनुपात) 
इस निदर्श की निम्नाकित तीन मात्यताएँ हैं 
(0) #&<४५»१४ 
यहाँ 4 <पूँजी स्टॉक 

७४ «राष्ट्रीय विर्गत (अथवा राष्ट्रीय आय) 
अथवा ४७८#४७ 


इस समीकरण को उत्पादर फलन कहते हैं, क्योंकि इसके द्वारा निर्गत तथा उत्पादन के 
साधनों (पूँज़ी) का सम्बन्ध ज्ञात होता है। 
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(॥॥॥ ४०४ _ 
६ का ड् 
यहाँ / निवेश 
5 बचत की दर 
यहाँ यह मात्र लिया गया है कि निवेश पूँजी म्पति में हुई वृद्धि के बग़वर है। 
() ॥«,6० 
यहाँ 2६5 वर्तमान श्रम-शक्ति 
4. प्रारम्भिक श्रम -शक्ति 


7८ 5 श्रम शक्ति की स्वाभाविक विकास दर 


यहाँ यह मान लिया गया है कि श्रम शक्ति में पाताकी (०कुणाथाएभ०) रूप 
से वृद्धि होती है। 


समीकरण अथवा मान्यता (7) से 


म्च्ख्टा 
दोनों ओर लघु (।०8) लेने पर, 
40९ ६ 5 ॥०६ /..+॥/ 
222७ 
स्व 
2 न यहीं ०4. 
रू को श्रम फी वृद्धि-दर कहते हैं। 
इस्ती प्रकार, रू पूँजी की वृद्धि-दर है तथा ज् निर्गत की वृद्धिन्दर है। अदश्व 
समीकरण (:) से 
&ज्ऋ 
अत 58.42 
द् #8 
अथवा १ 0 4 
परत 35०७४ 7 नजर चर 
अथवा 


%< कद 
है 
पक 
॥ 
ण्प 
व 
है 
£१| 
2 
श्चु 
कै 
हर 
8 
१3 
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इस प्रकार की परिस्थिति में हम निम्न प्रकार का सम्बन्ध स्थापित कर सकते है 


४5१८ 
अर्धाद्‌ आय मे वृद्धि भी घातावी रूप में है। 


इसी प्रकार, & 5 #, #! द्वारा यह निप्कर्ष प्राप्त है सकता है कि पूँजी में भी वृद्धि 
घाताकीय रूप में होती है। 


इस निदर्ण के अदुसार, अर्थव्यवस्था का विकास वच्चत वी उत्पादकता तथा बचत 
की औसत दर (5) पर निर्भर करता है। यह कघन उस स्थिति में भी उपयागी है, जबकि 
बचत की औसत दर (4726) बचत की सीमात दर (/४/२25) के वगवर नहीं हा, अग्तु 
47९९ > ,4/९५, यहाँ विक्रास दर (8) की प्रमुख निर्धाएक बचत की सीमात दा हाता है। 


इस ढाँचे [002 ७४०7) के अन्तर्गत आयोजकों ने गणितीय सहायता द्वारा वर्षो 
की सख्या ज्ञात करते का प्रयास किया, जिसर्य राष्ट्रीय आय तथा प्रति व्यक्ति आय मं दा 
गुती वृद्धि बी जा सके। इस सन्दर्भ में प्रमुख मान्यता जनसख्या वृद्धि की दर से सम्बद्ध थी। 
जनसंख्या की दर । 4 प्रतिशत मानी गई घी। बचत की सीमात दर को 20 प्रतिशत माना 
गया था। यदि कसी निश्चित समय में प्रति व्यक्ति आय को दो गुना करने का उद्देश्य हो, 


अर्थात्‌ ! ज्ञात हो ठया साथ- साथ %, एवं 9, भी दिये हुए हों तव मूल समीकरण )६ 
हू, [ ) +] ) के अन्तर्गत केवल बचत दी मीमात दर (5) अज्ञात है। अतएब आयोजबों 
शः 


ने परिकलन (09॥००७७७४) किया कि विकास दर (8) में तीद्र गति से वृद्धि करने हेतु 
बचत की स्ीमात दर को कम से कम 35 प्रतिशत करने का प्रयास क्रिया जाना चाहिये। 


पस्नतु इस प्रणाली द्वाए भी बचत को विदेश में परिवर्तित करने बी बल्पना को साकार 
नहीं किया जा सका, जिसके परिणामस्वरुष पूँजी निर्माण में वृद्धि हुईं, अधिकसित देशों में 
बचत हेतु, विदशी पूँजी की आवश्यकता होती है। विदेशी पूँजी को बचत की सीमात दर 
में वृद्धि करके विद्यमान नहीं रखा जा सकता पज्तु इसके लिये अत्यधिक निर्यात आवश्यक 
है, जिमके विषय में आयोजक उस समय अज्ञान थे क्योंकि आयात के लिये पर्याप्त मात्रा 
में म्टलिंप सन्तुलन (90४08 9090०८७) विद्यमाय था। 


चारतीय आयोजन हेतु महालनोविस तिदर्श 
(४(88909707 १/092]5 07 [9697 09978) 


प्रथम पंचवर्षीय योजना के अन्त में, सुप्रसिद्ध महालनोविस निदर्श का प्रतिपादन क्या 
गया। इस निदर्श क्य उपयोग द्वितीय ठथा तृतीय पचवर्षीय योजनाओं के प्रतिपादन हेतु स्वीकाए 
किया गया। वास्तविकता यह है कि महालनोविस >दर्श वी सहायता द्वारा दिटीय पंचवर्षीय 
योजना के अन्तर्गत विकास की व्यूट रचना निर्धार्त करने का प्रयास किया गया, जिसके 
ट्वाग्ग योजना को आर्थिक विकास के दीघकालीन परिपिक्ष्य से मम्बन्धित किया जा सके | तृ्ीय 


405 भारतीय आयोजन निदर्शो की व्यूट रचना 





योजना के अन्तर्गत इब्च ब्यूह रचना का विस्तार तथा उन्नति हुई। विकास हेतु व्यूह-एचना की 
प्रकृति इच्छित उद्देश्यों पर निर्भर करती है। 


भारतीय पचवर्षीय योजनाओं का मूल उटश्य, बिशपतया द्वितीय तथा तृतीय यांजना 
का सप्राजवादी ढग के समाज की स्थ'पन्रा करना था जिसके फ्लस्बरूप लीव्रगति स॑ आधथिक 
विक्रास जिया जा सक्रे, रोजगार के साधर्ना में वृद्धि की जा मके आय तथा सम्पत्ति वी 
असमानता में कमी की जा मक तथा आधिक शाक्त # कर्द्रीयक्रण को रॉका जा सके। 
इन उद्देश्यों वी प्राप्ति हंतु आयाजित आर्थिक विकास की मूलभूत नीति का बिम्तृत क्रिया 
गया। यह मूलभूत नीति, मूलरूप स॑ महालनांदिस निद्श प्र आधारित थी। महालनोबिस 
निदर्श द्वाग यह व्यक्त होता है कि बिक्रास दर मे तीव्र गति स॑ वृद्धि करने हेतु बचत प्रमुख 
निर्धारक नहीं है, परन्तु उपभोन्त वस्तुओं तथा पूजीगत वम्नुआ के कषत्रों के ज्ञात बिर्गत गुणाकरों 
पर आपारित निवेश का आबरटन मुख्य निधारक है। पूँजीगत बम्तुओ पा जितना आतुपातिक 
व्यय अधिक होगा उतनी ही विक्रास की दर ये वृद्धि हांगी। प्रारम्भ में विकास की दर कम 
हो सकती है, परन्तु पूँजीगत बम्तुओं पर व्यय में वृद्धि के फलस्वरूप दीर्घकाल के पश्चात्‌ 
बिकाम की दर में अधिक त्वार्त वृद्धि हो जायेगी। 

मूलत महालनोब्रिस निदर्श में दा क्षेत्र सम्मिलित है 

(2). पूँजीगत वस्तु क्षेत्र !६- 8०००५ ३८००५) 

(४22 उपभोग वस्तु क्षेत्र (0-8०045 ५०८०7) 

प्रो महालगोबिस ने पूँजीगत वस्तु क्षेत्र के अन्तर्गत निबेश की दर को अधिक महत्त्वपूर्ण 
माना है। उपभोग-क्षेत्र को तीन क्षेत्रों में विभाजित करके इस निदर्श को चाए-द्षेत्र निदश में 
परिबर्तित क्रिया गया। 
हैरॉंड-डोमर निदर्श द्वार महालनोबिस सपीकरण का व्युत्पादन (>टाए्गाता ० 
>४भिब४00075 72400007॥ 7०7 70०0-9० 2४०१६) 


प्रो महालनोबिस ने हैगॉंड-डोमए निदर्श को आधार मानकर अपने निदर्श का ध्युत्यादन 
किया। अतए्व महालनोबिस निदशे हैरॉड-ड्ोमर निर्का की अपेक्षा अधिक अग्रिम है। 
हैऐंड-डोमए निदर्श का सन्तुलन समीकरण निम्नाक्ति है 


ह्ल्ढ्ा 
अथवा 44//5545 ९६ 
यहाँ निवेश 

5 *चचत वी दर 

9 सम्पूर्ण उत्पादन 


यदि 2 ₹3 तब 
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445४8 2 
अथवा 54.५८) 
कर ह। पु 
यहाँ मान्यतानुसार, 23" 87% 
456, 9 
5 विग्पेक्ष पर्दो में प्राएम्भिक निवेश 
अथवा 57% _०4 
३2, ८ (६ 
अथवा ४-४ ० 25 
35६ कै 32 
अथवा 9- थक / ) 
2५ "5 
<& [0+%/-77 
यहाँ (7+%) 
तथा 208 -पूँजी-निर्गत अनुपात 
दा ४-7५ ४ ३ [(2+%/-77 
हल ४5१४, +१ ५, [7+०१-77 
अथवा 


३ 5३६५ [2+-2 ((+49-7/72 (67) 


समीकरण (6) हैरॉंड-डोमए निदर्श का विकास प्रथ अथवा महालनोबिस एक क्षेत्र 
निदर्श का समीकरण है। 


प्रथम पचवर्षीय योजना में इमी समीकरण का उपयोग किया गया था। इस समीकाण 
से सम्बन्धित चरों के मान निम्न प्रकार लिये मये थे 

& + 2/60 + 7 67% (विकास की दर) 

८ + //20 + 5% (बचत की दर) 


किक! 
८ अमन उक पूँज्ी निर्मत 
7 ६ 3 ( गत अनपात) 
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हमार उद्देश्य निम्नलिखित वृद्धि कजा था 


& 5 2/2554९ 
हल 7/5 5205 
58 5 अपरिवर्तिता 


उपर्युक्त व्याख्या द्वारा हम यह निष्कर्ष प्राप्त करते है कि पूँजी निमार्ण में अतिरिक्त 
आय के 2/3 भाग के उपयोग के फलस्वरूप २2 वर्ष वी समयावधि मे राष्ट्रीय आय में लगभग 
$ 6% वृद्धि की जा सकती है तथा प्रति व्यक्ति आय को दुषुना किया जा सकता है परन्तु 
इससे बचतकर्त्ता अथवा उपभोग वस्तुओं पर असाधारण भार पडेगा। अतएब यह निश्चय 
किया गया कि एूँजी-निर्माण में अतिरिक्त आय के 2/3 भाग से कम का उपयोग किया जाये 
(अर्थात्‌ 25 प्रतिशत क्रिया जाये) जिसके परिणामम्बरूप उसी 22 वर्ष समयावधि में राष्ट्रीय 
आय में 80% वृद्धि हो सके। 


प्रथम पचवर्षीय योजन में बचत की दर प्रत्येक क्षेत्र के लिये समान मान ली गई थी। 
परन्तु यदि इस मान्यता की अबहेलना की जाये कि “बचत की औसत प्रवृत्ति तथा बचत 
की सीमात प्रवृत्ति बशबर है' तब विभिन्न क्षेत्रों की बचत दर भिन्न-भिन्न होंगी। महालनोबिस 
निरदर्श में इसी मत को व्यक्त किया गया है। प्रो महालनोबिस ने पूँजीगत वस्तु क्षेत्र तथा 
उपभोग बस्तु क्षेत्र के लिये भिन्न-भिन्न दें परिभाषित की जिसके फलस्वरूप सम्पूर्ण 
अर्थव्यवस्था को दो क्षेत्रों में विभाजित किया गया। 


अब बचत की दर निम्न प्रकार है 
2 (62) 
य ४६ + २८९ 
यहाँ 8*/ ४४ 


2& * # बसु क्षेत्र में बचत का अनुपात 
2६६ ₹ 0 वस्तु क्षेत्र में बचत का अनुपात 


महालोनोबिस मे & 2६ को 8. 2५ से अधिक माना है 
(अर्घाद्‌ $ » > गि२५) 


प्रथम पंचवर्षीय योजना के समीकाण (6 |) में ८ का मात एखने पर हमें महालरोबिस 
का मूल समीकरण प्राप्त होता है, जिसका उपयोग द्वितीय पचवर्षीय योजना में किया गया था 


»]7१३ 7+० ट/) (4020-70 
मैप 
(63) 
समीकरण (6 3) महालनोबिस निदर्श का।वकास पथ है। 


अर्थमितीय निर्दर्श 208 


यदि 68; तथा #; को तकनीकी रूप से स्थिर मान लिया जाये तब आय वृद्धि की 
दर ७७, 2६ तथा 9, पर निर्भर करेगी। 


पुन यदि ७ को निश्नित मान लिया जाये तव नीति यत्र (200०9 ग्राश्ञाण्ाध्या) 
केबल 2; होगा (क्योंकि 2, + 2, 5 2) अतएव 2, का निर्धारण स्वयमेव हो जायेगा)। 
2५ के उच्च मार्नो के साथ विकास पथ उच्च होया तथा निम्नतर मार्नो के साथ निम्न होगा। 


उपर्युक्त परिणाम कुछ आस्चर्यजनक प्रतीत होता है, परन्तु समुचित हप से अध्ययन 
द्वार ज्ञात होता है कि यह सम्बन्ध इस तथ्य पर बल देता है क्रि अर्थव्यवस्था में सुधार क्यने 
हेतु अधिक एूँजी उत्पन्न करने के लिये कुछ पूँजी का होगा आवश्यक है। इस सदर्भ में प्रो 
महालनोबिस का कथन है कि पद्यापि पूँजीगत वस्तु क्षेत्र में निवेश की उत्पाटकता (' बम्तु 
क्षेत्र में तिवेश की उत्पादकता की अपेक्षा कम है, दथापि # वस्तुओं के उत्पादन में समस्त 
निबंश का अधिकतम भाग, दीर्घकाल में, आय का उच्चतर स्तर प्रदान करता है, क्योंकि 
निवेश का जितना अधिक भाग पूँजीगत वस्तु क्षेत्र को आवटित होगा, उतती ही अधिक बचत 
बी सीमात दर होगी अर्थात्‌ 9, > 2, यहाँ 2५ तथा 2, (भिन्न के रूप में ) निवेश के भाग 
हैं। 


दो क्षेत्रों में पूंजी निर्गत अनुपात के विषय में ग्राहय मान्यताओं के आधार पर प्रो 

महालनोबिस ने यह निर्ष्क्य प्राप्त क्या कि कुल निवेश का कम से कम /3 भाग पूँजीगत 
क्षेत्र को आवरित किया जाना चाहिये। प्रो महालनोबिस के तर्क की प्रमुख मान्यता यह है 
कि अर्थव्यवस्था बन्द (8 ०05६0 ०॥6) प्रकार वी है। अन्तर्राष्ट्रीय व्यापार विश्वमान होने 
की स्थिति में प्रो महालनोबिस के तर्क को उचित प्रमाणित करने हेतु यह आवश्यक है कि 
निर्यात द्वाता अजित आय निश्चित तथा बेतोचदार हो। इस मान्यता के फ्लम्यरूप यह तर्क 
सगत है कि विकास हेतु पूँजीगत वस्तुओं का उत्पादन घरेलू क्षेत्र में ही किया जाना चाहिये। 
अतएव यह कथन उचित प्रद्वीत होता है कि द्वितीय दया ठृतीय पचवर्षीय योजना के नियोजन 
की व्यूह-रचना अधिकाश रूप में आयात स्थानापन्न की नीति पर आधारित थी। प्रो 

म्रहालनोबिस ने मूलत विकास की व्यूह-र्वना का दो क्षेत्रों में विश्लेषण क्या। परन्तु विदेशी 
व्यापार मम्रस्या के समावेश हेतु प्रो के एन गज एवं ए के मैन ने महालनोबिस के तर्क का 
चार क्षेत्रीय निर्श के रूप में विस्ताए क्रिया। उन्हनि यह प्रदर्शित किया कि केवल पूँजीगठ 
बस्तुओं का उत्पादन ही महत्त्वपूर्ण नहीं है, अपितु उन पूँजीयत वस्तुओं का उत्पादन भी क्या 
जाना चाहिये, जिम्तके द्वारा पूँजी में पुर वृद्धि हो। अम्तु यह नवीन राज-सेन निर्दर्श 
(08]-5८॥ (००८!) मशीन निर्माण क्षेत्र (/-५८८४०१) पर बल देता है। क्योंकि इस क्षेत्र 
ट्ग् उपभोग्य वस्तुओं तथा मध्यवर्त्ती वम्तुओं की उत्पादन सेवाओं हेतु निवेश वस्तुओं 
(-20०05) का उत्पादन होता है दया यन्त्रों (१8८४0८$) का भी उत्पादन किया जा सकता 
है। यह स्मरणीय है कि नवीन निदर्श महालनोदिस निदर्श की उपेक्षा नहीं करता, वरन्‌ इससे 
निदर्श का विम्दार होता है। चूँकि यह तर्क द्वितीय तथा तृतीय पचवर्षीय योजना के अन्तर्गत 
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पूर्णतवा मान लिया गया था। अम्तु, भारतीय आयोजन की व्यूह-सचना का महत्त्वपूर्ण पक्ष 
बड़े पैमाने के पूँजी गहन औद्योगीकरण पर विनेष बल देगा है, जोकि उपभोग्य वस्तुओं के 
उद्योगों वी कीमत पर क्या जा सकता है। 


बघकील एव ब्रह्मानन्द्र (४बती 800 छाथ्ीएव्व870) ने परियोजना चबन 
प्रधाली! (00५८ $छ०८४०३ /फए70०8०)) पर बल दिया, जिसके अनुमार उस्त 
परियोजना का चयन क्या आता है, जिसमे दूँजी-नियत अनुपात अल्प मात्रा में होता है परन्तु 
प्रो महालनोबिस ने इम प्रणाली का समर्थन नहीं क्या। इस सन्दर्भ में महालनोबिस निदर्श 
महक्त्ययूर्ण है, जिसके द्वारा यह व्यक्त होटा है कि केवल दूँजी निर्गत अवुप्रात का ही महत्त्त 
नहीं है, अपितु अन्य दब्य (आर्थिक विकास एवं योजना के उद्देश्य को प्राप्त करने हेतु 
आवश्यक बम्तुओं के प्रकार) भी उतने ही महत्त्वपूर्ण हैं। वद्यत्रि अर्थव्ण्वस्था में बडे उद्योगों 
की आवश्यकता है, जिसमें पूँजी का उपयांग स्वच्छन्दतापूर्वक क्या जाता है तथा स्पष्ट रूप 
से पूँजी निर्गत अनुपात उच्चतम है, परन्तु केवल इस तर्क के आधार पर राष्ट्र निर्माण में 
सहायक उद्योगों की सगवना की उपक्षा नहीं की जा सकती है, जोकि श्राय हम हम करते 
रहते हैं। 


दैरोंड एवं महालनोबिस बिकास निदर्श की सपानताएँ ($फांड्राध०5 ४2(/४९९० 
प्रक्वा०0 280 १9॥897005 (309७फ ४०025) 

अक्टूबर 99 में प्रो महालनाबिस ट्वारा विकसित एकल क्षेत्र निदर्ग हैरोंड- डोमर निदर्ग 
के विकास पथ के अनुरूप ही था। सन्‌ 953 में उन्हेंते इस निदर्श को 'दो क्षेत्र निर्श में 
परिवर्तित करके भारतीय द्वितीय पचवर्षीय योजना में प्रयुक्त क्या। हैरॉड-ड'मर तथा 
महालनोबिस तिदर्शों के विकास पथ निम्न प्रकार हैं 


25४ [2+ ९ ((+ ०8)-व)] (0) 
४-४, [+०% >्] (+8००| (0) 


दोनों विक्रास पर्यो की तुलना द्वारा निम्नाकित ट्व्य स्पष्ट हैं 
(9) हैरेंड-डोमर विदर्श में प्रयुक्त बचत वी सीम'त प्रवृत्ति के प्रतीक ८ को 
महालनोबिस निदर्श में ग्रन्जह़ द्वग्य प्रदर्शित किया गदा है। 
& ६६६५ 
(9) हैरोंड-डोमर निदर्ज में प्रयुक्त ८ 8 को मह्लनोबिस निदर्श में श्टच्टाय प्रदर्शित 
किया गया है, अर्थाद्‌ हैरेंड-डोमर हिर्दर्श में (/+०8), महालनोबिस निर्दर्ग में (7+), 8६7 
के हमकक्ष है। 
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पुनश्च, दोनों निदर्शों में पश्चता समयावधि का उपयोग होता है। इनकी प्रमुख 
समानताएँ निम्नलखित है 


(3) हैरोंड डोमर निदर्श पूँजी-सचय का सरलतम विक्रास निदर्श हैं, परत 
महालवोविस निदर्श हैरॉंड-डोमर निदर्श का विस्तार है। 


(2) दोनों निदर्शों का लक्ष्य किसी देश की गप्ट्रीय आय में वृद्धि करना है। 
(3) दोनों निदर्श गुणक तया त्वस्क की अन्तर्क्रियाओं पर आधाग्ति हैं। 


(4) हैरॉड-डोमर विदर्श में पूँजी-निर्गत अनुपात बो स्थिर माना जाता है। 
महालनोबिस निदर्श में भी पूँजी निर्गत अनुपात को अचर माना जाता है, क्योंकि प्रो 
महालनोबिस के अनुसार /#, तथा #; ठक्तीकी रूप से स्थिर है। 


महालनोब्िस दो क्षेत्रीय निदर्श 
ि्िशरभा०05 [५0-5९८०7 ४००९८) 


प्रो महालनोवि्त विदर्श इस दृष्टिकोण से कि ये निरदर्श अन्तर्राष्ट्रीय व्यापार वी मान्यता 
पर आधारित नहीं है, वद विदर्श है। इसके अन्तर्गत अर्थव्यवस्था को दी क्षेत्रों में विभाजित 
किया गया है। पूँजीयत वस्तु क्षेत्र एवं उपभोग वस्तु क्षेत्र। इन क्षेत्रों को पारस्परिक अतुलम्ब 
रूप में सघटित (५ध्ा८०१५ 77थह्वा४/००) मात्रा जाता है। उपभोग क्षेत्र के लिये कच्चा 
माल तैयार करने वाले क्षेत्र उपभोग क्षेत्र में सम्मिलित किये जाते है तथा पूँजीगत क्षेत्र के 
लिये कच्चा काल तैयार करने वाले क्षेत्रों की गणना पूजीगत क्षेत्र के अन्तर्गत बी जाती है। 
प्रो महालनोबिस के अनुस्तार तिवेश को समयाजुसार दो भाणों में विभाजित किया जा सकता 
है, एक भाग पूँजीगत उस्तु क्षेत्र में उत्पादन क्षमता में वृद्धि हेतु तथा द्वितीय भाग उपभोग 
चस्तु क्षेत्र की उत्पादन क्षमत, में वृद्धि हेतु प्रयुक्त होताहै। तब निवेश / दो भागों में विभाजित 
हो जाता है 


4६ 5%८/४१ ५4६ (64) 
यहाँ 9५ * पूँजीगत वस्तु क्षेत्र को जाने वाला अनुपात 
तथा 2६ ₹ उपभोग वस्तु क्षेत्र को जाने वाला अनुपात 
फलस्वरूप सम च2 
पम्रान्यवाठुसर ( 5 पूँजीयत वस्तु क्षेत्र में पूजी-निर्गत अनुपात 
त़्या & 5 उपभोग वस्तु क्षेत्र में पूँजी-निर्गत अनुपात 
आय सर्वममिका रिम्म प्रकार है 

222 (65) 


॥॥ दा +कुल उत्पादकता गुणाक 
५ 38 


ये भारतीय आयोजन निदर्शों की व्यूह रचना 





गा 
85 डिलेप्+ीलो८ (66) 
यहाँ 4६ +पूँजीगत वस्तु क्षेत्र में निवेश की सीमात प्रवृति 


8. 5 उपभोग वस्तु क्षेत्र में, निवेश की सीमात प्रवृत्ति 
आय में परिवर्तन के परिणामस्वरूप निवेश तथा उपभोग में भी परिवर्तर होथा। निवेश 
(अथबा उपयोग) में परिवर्तन पूर्व वर्ष के निवेश (॥ ,) पर निर्भर है। इस स्थिति में विकास 
पथ के समीकरण निम्नाकित हैं 


4, + "विले्ती। + (67) 
ता €-५+ 5१००५ 68 
समीकरण (6 7) को निम्न प्रकार हल किया जा सकता है 
औ | (/+802५॥7 / 
/के विभिन्न मान (/5 /,2, , आदि) रखते पर सम्बन्धित व्यजक प्राप्त होते हैं, 
4 5(7+80:2 / 
42 5 (7+9#०..0/ 
+ (2+9०,) (2५80०,॥, 
5 (2+99५27 7५ 
आदि आदि अन्तिम रूप में 
4. 5 (2+00८7४ (69) 
अथवा 4,०49 ९ 4, [2+202.67-व] (640) 
यहाँ 4, 5 प्रारम्भिक निवेश 


समीकरण (6 0) निवेश खिकास पथ है। 
इसी प्रकार समीकरण (६ 8) को ४ 5 7, 2, आदि रख कर निम्त प्रकार हल 
किया जा सकता है 
८,/-५५ 58२७७ 
€2-५०५ 5#> ५५ 
€-५ 57१४ + 


द्वाए हमें प्राफ्न होग़ है, 
द-द न #ि०(४/2+._ #ैयय 
समीकरण (6 0) से 2५ 7... #£ /के मात रखने पर प्राप्त होता है, 


4) 


अर्थात्‌ 
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८-५ 5 % ६ [५०2४५ +7+2७५/ 4 + 
+ (4+30 7 “47 
>मबीत, (2+7200 + (2++४/ + 
+ (की 


>, ३) (/0/0-7 
बी (4+2087)-7 


( गुणोत्तर श्रेणी 6,.7, 47 ' के # पदों का योग 5 पम्प यदि 7> 
ना 


, 
अथवा ८-८, - 2५४. शा ि दप (6 4) 


समीकरण (6 !) उपभोग विक्राम्त पथ है। 
आय में वृद्धि, निवेरा में परिवर्तन तथा उपभाग में परिवर्तन क योग के बग़्दर होगी। 


4 १54५ + 50, 
अथवा ३-१, *(6९-५९,/+७/+,) 
समीकरण (6 0) तथा (6 ।) में मान रखने पा प्राप्त होता है, 


१-४ 5 2७३८४५ शक +,0+74/-77 


340[(7+2,/0/-77 





2४१ 
व 
2 री: 


नम(-:/-77 न 


अथवा ८०४५((7७/-77 ख्ी +7%५ 


यहाँ. 4, 5०५१४, मान्वतादुनार 
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प्रो महालनोविस ने उद्योग क्षेत्र का विभाजत इस कारण नहीं किया धा कि इससे 
आय वृद्धि की प्रक्रिया का अध्ययन सुगमतापूर्वक किया जा मकता है, अपितु वाम्तविकता 
यह है कि आय का समय पथ यथावद रहता है, केवल गुणाक 8; के, जोकि अब विभिन्न 
उपभोग क्षेत्रों के विर्गत पूँजी अनुपात (8 5 ४४2) के भाए्ति माध्य के रूप में लिया गया 
है। सम्बन्धों की इस नवीन प्रक्रिया में, एक नवीन चर ऐजयार तथा प्राचलों के नवीन समुच्चय 
का समावेश किया गया है। 


प्रो महालनोबिस ने अपने चार-क्षेत्रीय निदर्श का उपभाग नीति सम्बन्धी समम्याओं 
के हल हेतु किया है। उनके समक्ष दो लक्य प्रस्तुत थे, प्रथम निश्चित समयाबधि में आय 
वृद्धि की अभिग्रहीत दर एवं द्वितीय इसी समयावधि में रोजगार के अबसरों में वृद्धि। 
अर्थव्यवस्था के विभिन्न क्षेत्रों के म्थ्ष आवटित निदेश अनुपात इनके उपकरण है। 


अर्धव्यवम्था के उपयुक्त चार क्षेत्रों हेतु अग्राकित श्राचल परिभार्षित किये गये हैं 


(0). #5 अर्घाद &, 8 #:, 8, क्रमश प्रत्येक क्षेत्र के लिये निर्गत पूँजी 
अबुपात (१://ध) अथवा निवेश वृद्धि दया आय वृद्धि अनुपात को प्रकट 
करते है। 

(0) 95 अर्थात्‌ 8., 6,, 0,, 0; क्रमश प्रत्येक क्षेत्र के लिये पूँज़ी श्रप अनुपात 
(5&/7.) अथवा प्रति श्रम निवेश (पूँजी) अठुपात को ब्यक्त करते हैं 

(20). »5 अर्थाद्‌ &, &+ 22, 2 ऋमश प्रत्येक क्षेत्र के प्रदत्त निवेश अनुपात 
है। 

हम मात लें कि, 

4 »पचवर्षीय योजना काल में कुल निवेश, 

25 *राष्ट्रीय आय में वृद्ध 6 १7), 

2४ *पचवर्षीय योजनाकाल में रोजगार में वृद्धि 

राष्ट्रीय आय के क्षेत्रीय मानों को पृथक लक्ष्य नहीं मात्रा जाता है। राष्ट्र के प्रत्येक 

क्षेत्र में हुई वृद्धि को राष्ट्रीय आय में हुई वृद्धि के रूप में निर्दिष्ट किया जाता है। उपकरण 
मानों (05) का समुच्चय ज्ञात होने के पश्चात्‌ विभिन्न क्षेत्रों की एप्ट्रीय आय वृद्धि को स्वत 
ही ज्ञात किया जा सकता है। प्रो महालनोबिस ने भी आय वृद्धि के समय तथा उपकरणों 
के पश्चता की उपेक्षा की है। प्रश्न यह उत्पन्न होता है कि, क्या इन सभी निर्दिष्ट गुणाकों 
द्वाग आर्थिक नीति का निर्धासक निदर्श प्राप्त किया जा सकता है। 

यदि 8, 8 तथा 2 आटि के मान ज्ञात हों तव महालनोविस चाए क्षेत्रीय निदर्श के 

प्रहत्त्वपूर्ण समीकरण निम्न प्रकार हैं 


5 &+5/+/2 +5+ (6 3) 


75 भावतीय आगेजर निदर्शों की ब्यूड रचना 
न ्---_ेटट.टटॉेटटाी... 


डरल्क्‍रैर।+३२२४7२ (6 44) 
4 52५ करे; 4+72 4क 4० 4 (65) 
५ निम्नाकित समीकरणों द्वारा प्रत्येक क्षेत्र की रोजगार वृद्धि का आगणन किया जा सफता 
2 
४ « डे (6 6) 
कट 
6 
४ 2४2 (6 37) 
0; 
2. 
हर चर (6 8) 
भा (6 39) 
09 


उपरोक्त समीकरणों द्वारा 4 का मान प्राप्त किया जाता है, 
4 "३४६ 0/३2४; 8/ल्‍2४५ १५ (620) 
समीकरण (6 20) यह व्यक्त करता है कि योजनाकाल में कुल निवेश प्रत्येक क्षेत्र ये 
गेजगार वृद्धि तथा पूँजी-भ्रम अनुपात के गुणनो (१/४)॥.०5$) के योग के बग़बर होगा। 
इसी प्रकार प्रत्येक क्षैत बी आय में वृद्धि का आगणन निम्नलिखित ग़मीऊएणों द्वारा 
क्रिया जा सकता है 


2६ + (१५ 4/% (624) 
4 5 9 38 (622) 
89 522 4)9: (6 23) 
489 5 2०449 (6 24) 


उपरोक्त समीकरण समुच्चय द्वार आय में कुल वृद्धि का प्रायकलन निम्न प्रकार क्या 
जाता है 

2 58३३२ + 024 + 0० सी + फिफत (6 25) 

समीकरण (6 ।) से (6 9) की सहायता द्वाय रोजगार वृद्धि के पर्दा में राष्ट्रीय आय 
वृद्धि को ज्ञाद कर सकते हैं 
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स२2०१३४ + २४; 8 0 + २२५ 9.8, + 2394: (6 26) 
यदि आय वृद्धि की वार्षिक दा ज्ञात हो तब पांच वर्ष पश्चात राष्ट्रीय आय में वृद्धि के 
भिम्नाकित सूत्र द्वारा ज्ञात कर सकते हैं 
28524 ४ 5 ४, [7+677-7) (627) 
यहाँ ८ 7 > पष्ट्रीय आय में बुल वृद्धि 
9, नब्ररम्भिक आय 
£ 5 आय वृद्धि बी बार्षिक दर 
अब, यदि 9, 5 70,80009 करोड रूपये 
8 + प्रतिशत 
तब योजना के पाँच वर्ष पश्चात्‌ ग़ष्ट्रीय आय में कुल वृद्धि 
&-5470,8000 07 पाया 
40 
* 2984 करोड़ रूपये 
चूँकि इस निदर्श के अन्तर्गत ॥। समीकरण तथा 2 अज्ञात चर है, अत प्रत्येक क्षेत्र 
हेतु निवेश, गेजगार तथा आय को ज्ञात करा सम्भव नहीं होता है। दम स्थित में निदर्ण 
अनिर्धारक [[700/&॥7796) हो जाता है। 
यदि, किसी प्रकार , समीकरणों तथा चरों की सख्या वराबर वी जाबे, तब यह निदर्श 
निर्धाएक हो जाता है। अस्तु, निदर्श की निर्धारक रचना करे हेतु प्रो महालनोविस ने एक 
चर », को वाह्मरूप से ज्ञात मात्रा है 


यहा 5 5 ह 33 प्रतिशत 


एप्ट्रीय आय में वृद्धि (5), ऐजगार में वृद्धि (४) हथा निवेश में वृद्धि (4) स्वेच्छ 
स्थिरंक तथा योजना के लक्ष्य हैं, जो कि योजनाव्लल में उपलब्ध क्रिये जाते हैं। द्वितीय 
पचवर्षीय योजना की समयावधि हेतु प्रो महालनोबिस ने तीन स्थिराक निम्न प्रकार व्यक्त 
किए थे 

4 + 6८0 करोड उदय 

5- प्रतिशत अर्थात्‌ लगभग 3000 करोड़ रुपये प्रति वर्ष 

4४5 //0लाख 

पुन 85 तथा 65 तरिदर्श में क्ञाठ चरों के सस्वनात्मक प्राचल हैं। ये सतचनात्मक 
प्राचल प्रौद्योगिकी रूप से निर्धास्त क्ये जाते है। योजना काल भें इगको अपरिवर्तित माना 
जाता है। प्रो महालनोबिस ने अपने निदर्श में चार विभिन्न क्षेत्रों हेतु इन प्राचलों को 
निम्मलिखित मान प्रदान किए 


उञ37 आीद आयोजन पिदयों की ब्यूड रक्‍्मा 
+++>३ 2-3८ यम 2 पे सब (बार 
पुँजी-भ्रम अनुपात (85) 
86, - प्रति श्रम 20 000 स्पये 
8| 5 प्रति श्रम 8,750 रपये 
& <प्रति श्रम 2,800 रुपे 
8) 5 प्रति श्रन 3,780 रुपद 
निर्गन-पूँजी अनुपात 8 5/ 
5 0 20 प्रति एक र्पया पूँजी 
8 * 0 35 प्रति एक कदर पूँजी 
82 5 [25 प्रति एक रुपया एूँजी 
53 *₹ 9 45 प्रति एक ग्पया एूजी 
उपयोेक्त मूचना (ऑक्‍्टों) के आधण प्र निवेश, आप हेथा ऐजगार में वृद्धि निम्त 
प्रकार परिकलित की जा सकती है 
कब #& 
33 


4६ 5), 4 +-->- ४:56000 + 7, 850कग्रेड लप्ये 
« *2५ 4 5-6 “6020 < 7, 8: 


58 5 0, 08६ 5 7850 « रन 370 करोड रुपये 


इमी प्रकार अन्य क्षेत्रों के लिये निवेश, आय ठथा शेजगोर में वृद्धि परिकलित की 
जा सकती है। विधिन क्षेत्रों के परिगाम सतरणी (6 ॥) में व्यक्त किये गये हैं 








सारणा 6 
क्षेत्र निद्तेश में वृद्धि (4) राष्ट्रीय 4268 गेजगार में वृद्धि (१४) 
करोड़ रुपयों म॑ (5) कगेड़ रुपयों में लाख रुपयों में 
औ(-मेत्र 4,850 उप्0 9 
(नेत्र 980 340 प्र 
नह ,80 [,470 47 
८नह्षेत् 3,600 720 43 





कुल 679 2,269 470 
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भारत सरकाए ने इस निरदर्श का उपयोग द्वितीय पचवर्षीय योजना ठथा अन्य परवर्ती 
([5005००४८॥॥) योजनाओं में क्रिया। बच्चपि यह निदर्श योजनाओं में अत्यन्त उपयोगी सिद्ध 
हुआ है, तथापि अनेक आधाएों पर इसकी आलोचना की गई है। आलोचकों में आलोक 
घोष (#&0६ 68०8), प्रो ए मित्रा (& !५॥ै9), प्रो के एन राज [८४ २७॥) 
आदि अर्थशाम्त्री प्रमुख है। 


महालनोबिस निदर्शों की आलाचनाएँ 
(एमधटाञआ5 ०0 १/३॥३॥४0075 )/006(५) 


प्रह्यतन्रोबिस निर्श की मुख्य आलोचनाएँ निम्न प्रकार है 


() 


(ए) 


(0) 


(श) 


(थ 


(भा) 


यह विदर्श केवल परिचालन (079०7०४0॥9)) निदर्श है। यह कल्याण 
फलन के आपाए को स्पष्ट नहीं करता, जिसकी अनुपस्थित में सापनों का 
उचित आवटन असम्भव है। 


इस निदर्श में उपभोग वस्तुओं की उपेक्षा की गई है। 


इस विदर्श में यह मान लिया गया है कि कुल निवेश का एक तिहाई पूँजीगत 
उस्‍्तु क्षेत्र को आबटित किया जाता है। पह्तु यह अनुपात किस प्रकार और 
क्यों लिया गया है, इसके लिये उन्होंने कोई स्पष्टीकरण प्रस्तुत नहीं किया 
है। 

यूँजी-निर्गत अनुशत (#८/6) की पूर्णतया उपेक्षा की गई है। चूँकि हमारे देश 
में पूंजी का अभाव तथा श्रम की बहुलता है, अस्तु हमे अपने साधनों का 
उपयोग अनुकूलतम विधि द्वारा करना चाहिये। 

इस निदर्श में कृषिगठ उत्पादों को पूर्णतया लोचदार माना गया है। पचपर्षीय 
योजना काल में यह स्थिति नहीं थी, क्‍योंकि कृपषियत वस्तुओं की माँग पूर्ति 
से अधिक थी। 

यह निदर्श श्रम की पूर्ति को भी पूर्णतया लोचदाए मानता है, जोकि उचित 
नहीं है, क्योंकि उत्पादन हेतु कुशल श्रमिकों की आवश्यकता होती है जोकि 
पूर्णतया लोचदार नहीं होती है। प्रो महालगोबिस ने सभी श्रमिकों (कुशल 
तथा अकुशल) को समान स्तर पर माना है, जिसको उचित नहीं कहा जा 
झुकता है। 

इस्त निदर्श में पूँजी दिर्गत अनुपात को योजनाकाल में स्थिगक मात्रा गया 
है, जबकि वास्तव में यह समय के साथ- साथ परिदर्तित होता है। 
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सरल रेखीय समाश्रयण तथा सहसम्बन्ध 
(शाफ)€ २९षञा९5घ०॥ 390 (07श॒श्ञा09) 





दो या अधिक चर्र में प्राय अत्यधिक सम्बन्ध पाया जाता है। अर्थात्‌ एक चर 
के मान में होने काले परिवर्तन के कारणे अन्य चर में भी परिवर्तन की प्रवृत्ति पाई जाती 
है। उदाटाणार्ध- कसी देश का वार्षिक निर्यात उप्त वर्ष वी राष्ट्रीय आय से सम्बन्धित हो 
सकता है एवं क्रिसी देश का आयात कुल आय तथा निवेश पर निर्भा हो सकता है। यह 
कारण व परिणाम का सम्बध भी हो सकता है। अत हम सहसम्बन्ध की निम्नाकित परिभाषा 
प्रस्तुत कर सकते है 


जब दो था अधिक चर में एक स्वाथ एक ही दशा में अथवा विपरीत दिशाओं में 
परिवर्तन हो तथा एक चर में परिवर्तन दूसरे चर में परिवर्तन का कारण हो (अथवा इस प्रकार 
माना जा सके) तब वे चए सम्बन्धित चर (८७७८6 ४780]०5) कहलाते हैं तथा यह 
कहा जाता है कि उन चर में सहसम्बन्ध है। 


सम्बद्ध चर के मध्य परिवर्तरें की दिशा एवं अदुपाह आदि के आधार पर सहप्तम्बन्ध 
निप्त प्रकार का हो सकता है 


(3) पधनात्मक अथवा क्रपण्पात्मंक (7०50५2 97 7र८६०७५५) --+ समस्त चर्रो 
में परिवर्त एक ही दिशा में होने (अर्थाद्‌ एक चा-यूल्य में वृद्धि अथवा कमी होने पर अन्य 
चा-मूल्य में भी वृद्धि अबवा कमी की >्थिति में सहसम्बन्ध घनात्मक होता है। उदाहएार्य, 
किसी वस्तु के मूल्य में वृद्धि की दणा में उसकी पूर्ति में भी वृद्धि हो जाती है तथा वस्तु 
के मूल्य में कमी की अवस्था में उसकी पूर्ति में भी कमी हो जाती है। 

चोरों में होने वाले परिवर्त परम्पर विफ्रीत दिशा में हों तव उनके सम्बन्ध को 
ऋणात्मक अथवा विलोम सहस्रम्वन्ध कहा जाता है। उदाहरपार्थ, मूत्य में वृद्धि होने पर मोग 
में कमी होती है तथा मूल्य में कमी होने पर मोँग में वृद्धि होती है4 
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सरल रेखीय समाश्रवण तथा सहसम्बन्ध 
(98 7१९१27९५४०० 9279 (077९09807) 





हो या अधिक चर्गे मं प्रात अत्यधिक सम्बंध एाग जाला है। अथात एक चार 
के मान में होने बाल परिवतन के काशी अन्य छग में भी पीयलन की ध्रयूत्ति पाई जाती 
है स्टाशएाथ कमी देश का वधिक निएत रस वष की राष्टीट आए से सम्बन्धित हो 
मक़्ता है एय जिसी देश का आयाल कुल आप टथा नियर पर निर्भ ह सका है। यह 
कारण व परिणाम का सम्बंध भी हो सकता है अत हंस सामस्वाय की निन्‍्ताकित प्रस्मिषा 
प्रम्तत कर सकते है 

जब दा या अधिक चगे में एम साथ एक ही दशा में अथवा व्रिररीत टिशाओं में 
पीीबलन हो ट्था एक चर मे परितेन हसर चर में पीय्लन का कार हा (अभय इस प्रकए 
माना जा सक्र) तब वे चर सम्बीशत चा (९॥७६८० ५४780|०७) क्टलरे हैं टया ये" 
कटा लाता है कि रन चर्स में सतसम्व घ है। 

सम्बद्ध चरा के मध्य परिवतर्ता की दिया एवं अनुपात आठि के आर पर सश्सस्वना 
निम्न प्रकर का हा सकता है 

(॥) थनात्मक अथवा रण"मक (?050५८ 67 ५८६०४४८) -- समस्त चर्ये 
में परिवलन एफ ही विशा में हने (अवाट एक चर मृत मे वृद्धि अदण कमी हाने पर अन्य 
चा पून्य में भी वृद्धि अबवः कमी की स्थिति मे साम्न्बध धपाअक हाटा है. ीयणार्थ 
फिसी वस्तु के मूल्य मैं वृद्धि की दाए मे उमक्री पूर्ति मे भी वृद्धि है जाती है टथा वस्तु 
के घुल्$ में कसी बी अयस्था में उमी पूर्ट मं भी कसी हा चर है 

चग में होने बाले पीवितन परच्यर वि्ीत लिया में हां टब उमके समस्वाध को 
ऋत्मझ अबया यिलाम मचसम्बंध क्फा जता है. स्‍टाहा७ मूल्य मे दृद्ध हन पर मए 
मे कमी हाठी है टथा मृन्द में कमी हान पर माँ7 में वृद्धि हाती है। 


अर्थमिदीय तवरिरदर्श 422 





(2) सरल, आंशिक अथवा बहु सहसावन्ध (जआगएट, शा था 
१४णा७४ 007८ '%॥०१)-- दो चा-मूल्यों के सहसम्बन्ध को सरल सहसम्बन्ध तथा दो से 
अधिक चरों के सहसम्बन्ध को बहु-सहस्म्बन्ध कहा जाता है। आशिक सहस्म्वन्ध दो चरों 
का सरल सहसम्यन्ध है, जबकि उन दोर्नों चरों से अन्य चर्रो का प्रभाव निरस्त कर दिया 
गया हो। 


रेखीय तथा अ-रेखीय सहसम्बन्ध ([जाध्य बात िणा-याध्श 
(0णा०४००7) -- पंदि दो चरें के मष्य परिवर्तन का अनुपात समान होता है तब उनमें रेखीय 
सहसम्बन्ध होगा। यदि चर्ऐो के मध्य परिवर्तनों का अनुपात समान नहीं है तव इसे अ-रेखीय 
अथवा बक्र रेखीय सहसम्बन्ध (20शा॥८थ (0072/900॥) कहते है। 


इस अध्याय में हम केवल सरलरेखीय प्तमाश्रयण तथा सहसम्बन्ध का अध्ययन करेंगे 


मानलो दो च( तथा ४ है जिनमें प्रत्येक के # मान क्रमश 2, 22. , 2५ 
और 9); »>  » » है, इन मानों को #क्रमित युम्मों ( &, », ॥/ 5३7, 2, , 7 
के रूप में प्रस्तुत किया जा मकता है। ये युप्म द्विविचर औँकडे (8५8896 |0808) कहलाते 
हैं तथा जिम्त समग्र से ये लिये गये हैं, उसे द्विविचर समाष्टि (छएश2० ?0फणै॥007) 
कहते हैं और इनके वास््बाएता घटन को ट्विविचर बारस्वाएता बटन [छाध्था]॥८ 
प्ाथ्वुणथा०५ एिप्धराए000०॥) कहा जाता है, जिम्तको सहसम्बन्ध सारणी (007८० 
०७७) के रूप में प्रस्तुत किया जाता है। 


यदि प्रत्येक युप्म को ग्राफ पेपर पर #-9/ ठल में एक बिन्दु द्वार अकित किया जाये 
तो बिन्दुओं के इस चित्र को बिन्दु-चित्र (00६ 09०0) अथवा प्रकीर्ण ओरेख 
([8८8४८ 08 ./था) कहा जाता है। विन्दु-रेखीय रूप में सहसम्बन्ध तकनीक का अन्पेषण 
सर्वप्रथम सर फ्रातिप्त गाल्टन (97 पाधा८७5 0थाणा) ने किया था। अर्थशास्त्र में 
सहसम्बन्ध तकनीक का विशेष महत्त्वव है। नीसर्वेजर (१२७४४४८॥९८) के मताजुसार, 
“'सहसम्बन्ध विश्लेषण का आर्थिक व्यवहार के अध्ययन में योगदान है, विशेष महत्वपूर्ण 
चारों जिन पर अन्य चर निर्भर करते है, को खोजने में सहायक है, यह अर्थशाम्त्री के समक्ष 
उन सम्बन्धी को स्पष्ट क्मनता है जिनके द्वारा अर्थव्यवम्था उत्पन्न होती है तथा उस्ते उन उपार्यो 
का सुझाव देता है जिनके द्वार स्थिरता उत्पत्र करे वाली शक्तियाँ प्रभावी हो सकती है।'” 

चर्यें के मध्य सम्बन्ध के रूप (गा) तथा सम्बन्ध के परिमाण ($कथाहए॥ 0 
0&छ्वा०८ ० 72८०३४००५४७) का अध्ययन समाग्रयण तथा सहसम्बन्ध विश्लेषण कहा जाता 
है। 

ब्रकीर्ण चित्र में दिन्दुओं की स्थिति के अवलोकम द्वारा इन चोऐं के मध्य सम्बन्ध 


के रूप को अनुमानित किया जा सकता है, गणितीय भाषा में ये बिन्दु कसी वक्र के चहुँ 
ओर (१/०7८2 ० 25६ ८०च८्थाएश८्ठ 7णणात & ८छर८) एकत्र होकर एक विश्चित 


423. साला खाप समावदाए तथा सत्मस्यन्ध 
रूप की ओर प्रवृत् होते हुए दृष्टिगांचर हाते है. अथात द्विन्दुआ का वान कसा वक़ के 
समीप में घना हाटा है। इस प्रकार के बक्र का समाथय्ा वक्र (एच्डाल््र०0 (फट) 
फहते है। दम वक्र का गणितीय समीकरण समात्रया समीकरा सिख्शातचणए 
284५0०॥) कहलाता है। यदि ये बिन्दु एक सगल रेखा के चहुँ आए कन्द्रित हात है हब 
समाश्रयण वक्र रैणीय कहा जाता है तथा इसका समाक्रप ज'कि एक सगन रेखा का समाक्णा 
है, रैखिक समाग्रदण अथया समाग्रयण रखा ([२६६7८५४७०) [0६) कहलाता है। वक़ 
का समीकरण इस दात का द्योतक है क्रि चर का सम्बाध स्थूल रूप से एक फ्लनीय सम्बंध 
के सत्निक्ट है। 


समाश्रयण शब्द का अर्थ पीछे हटना अबवा प्रतीपगमन (5069908 ७3०५) है 
जिसका उपयांग उन्नीसर्यी शताज्दी के अन्त में सत्रप्रथम ग'ल्टन (02॥0॥) ने रिताओं तथा 
पुत्री की ऊँचादर्यों में सम्बाध स्वापित करने के लिए क्या था। पर्तु आधुनिक कान में 
सम्राश्रयण शब्द का अर्थ चर के मध्य किसी प्रकार का सम्बंध स्थापित करना समग्या जात 
है। सास्ख्ित्री म॑ समाश्रयण विश्लेषण का प्रयोग उन समस्त क्षेत्रों में क्रिया जाता है. जिनमें 
दो अथवा अधिक सम्बाधित घरों के यिभिन्न यूल्या में सामान्य माष्य की ओर वापस जमे 
की प्रवृति पायी जाती है। यहाँ एक चर को स्वतन्त्र ([00८9८॥०८॥॥) माना जाता है तथा 
दूसो चए को आश्रित ([269८॥०७॥६) माना जाता है। समाश्रयण विश्लेषण की मुख्य समस्या 
यह है क्रि स्वतत्न चर के मान ज्ञात होने पर अन्य आश्रित चर्गो के मार्नों को किस प्रकार 
पूर्बामानित क्या जाए। इसके लिए आवश्यक है कि चर्रो के सम्बंध विश्लेषणीय अथवा 
गणितीय रूप में प्रस्तुत किए जाए। इस प्रकार हम देखते है कि समाश्रयण विश्लेषण सम्पध 
की प्रवृत्ति तथा मात्रा की माप करके हमें पूर्वाचुमान की क्षमता प्रदान करता है। जबकि 
सह्सम्बध विश्लेषण दो अथवा अधिक चरों केः सह परिवर्तनों की घनिष्ठता ((0527255) 
का परीक्षण करता है। 


समाश्रयण का समीकरण रेखीय तब ही होगा, जबकि एक चर-मूल्य (म्वतन्त्र) में 
एक इकाई परिवर्तन होने पर दूसरे चर मूल्य (आश्रित) में एक निश्चित परिमाण में परिवर्तन 
हो। इस स्थिति में समाश्रयण को सरल रेखीय समात्रयण' तथा सहप्तम्बाध को 'सालोफीय 
सहसम्बन्ध कहा जाता है। जब हमारे समक्ष दो चर (तथा 3 प्रस्तुत हों तब उनमें से छिसी 
एक को म्वतत्र चर तथा दूसरे को आश्रित चर माना जा सकता है। यदि हम # के मान 
को पूर्वाठुमानित करना चाहते है, वब को स्वतंत्र चर मान कर उसको गणितीय रूप, अर्थात्‌ 
2(के फ्लन के रूप, में प्रस्तुत करते है। इस फलत को * पर 87 (४ ०४ ऊ )का समाश्रयण 
कहते है। इसी प्रकार यदि ॥/ के दिये हुये मानों के लिए ६ के मान को पूर्वातुमानित करना 
हो तो >को ४ के फलन के रूप में प्रस्तुत करते है, जिसे “8” पर ६” (६ ०8 77 का 
समाप्रयण कहा जाता है। जैसे, 
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७४5०+7 3, (पर ४ की) या ( १की > पर) ममाश्रयण रेखा है, तथा 
5५ +99, 9पर .४की समराश्रयण रेखा है 


अर्थात्‌ दो चरों के मध्य सामान्य रूप से दो समाश्रयण रेखाएँ होती है। ये दोनों रेखाएँ 
एक समान हो जायेंगी, यदि तथा 9/में “पूर्ण धवात्मक सहसम्बन्ध' अथवा 'पूर्ण ऋणात्मक 
सहसम्वन्ध ' हो 
सरल रेखीय समाश्रयण (9८ [ए्ग्र रिव्ड्राट5ञ०ग) 


माल लो दो चरा #तथा #केमान 2, 2, &,तथा %,,  ४., १, है तथा 
ये चर निम्नाकित मरल रेथा समीकरण द्वाद सम्बन्धित है, 


ज्ध्र+2 ४5% (4) 


यहाँ &तथा 8 प्राचल है, जोकि क्रमण इस रेखा का कटान बिन्दु तथा टात प्रदर्शित 
करत॑ है। इसके लिये रेखाचित्र 7 ] का अबलोकन वीजिए। 
हद 


नस ड४*६+/0/2 





रेखावित्र 7 


आर्थिक समन प्राय सही सरल रेखीय सम्दन्ध प्रदर्शित नहीं करते। अर्थात्‌ प्रकीर्ण 
चित्र के सभी पिन्दु एक सरल रेखा पर नहीं होते। यदि हम &< के लिये ॥/ का अनुमानित 
मात्र ४, ज्ञात कप्ते है तब बह ४ के प्रेक्षित (095८7४७०) मात्र 3; से भिन्न होता है। 
४ रथा ७, के अन्तर को अपशिष्ट अथवा याछच्छिक पद (२८७0-8४ छा हिक#पणा 
'्रश्याग) कहा जाता है। 

उदाहप्णार्ध, वि हम परिवारों के निश्चित समय में अमुप्रत्थ वाट समझो वे आधार 
पर उपभोक्ता व्यय (४) तथा प्रयोज्य आय (४ ) का सम्बन्ध ज्ञात कजा चाहते है, तब 
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हमोरे ट्रतिदर्श में # परिवारों का चयन किया जायगा। इन # परिवारों द्वावा # तथा के 
ह मार्तो के युम्म प्राप्त होंगे। अब हम यह नहीं मान सकते कि प्रत्येक परिवार जो कि प्रतिदर्श 
के अन्तात है, अपनी दी हुई आय 2! के अनुसार »'ही व्यय करेंगे। इनमें से कोई परिवर 
अधिक व्यय करेगा, पसन्‍तु हम यह मान सकते है कि व्यय का माने एक निश्चित शशि के 
सनिकट ही विचरण करेगा, जोकि ज्ञात आय के अनुकूल हो। इसको गणितीय रूप मैं निम्न 
प्रकार लिखते हैं 


#,5०४+?#, + छ, 
अथवा ७5% -८न+१%,) 5 ४, - ४६ 
यहाँ (/, घनात्मक अथवा ऋणात्मक दोनों मान ले सकता है 


अथवा ७, 5 #का वास्तविक अथवा प्रेक्षित मान-- ४ का प्रत्याशित अथवा 
अनुमानित मान 


इस समीकरण में (/को रखने के निम्नाक्तित तीन सम्भव काएण प्रम्तुत किये जा सकते 
है 

॥) माल लो व्यय एक मात्र आय पर ही निर्भर नहीं होता, अपितु अन्य अनेक 
उपषदानों जैसे, ब्याज की दर, परिवार के सदस्यों की आयु, पूर्व आय, 
प्रत्याशित आय, अर्थव्यवस्था में पवज्ञापन का स्तर आदि पर भी निर्भर होता 
है। पुन मान लौ कि उपभोग की सीमात प्रवृत्ति स्थिर नहीं है, अपितु आय 
के साथ साथ परिवर्ततशील है। तव समीकरण (7 2) जोकि व्यय को एक 
मात्र आय का फलन मानता है, उन उपादानों का जो व्यय को प्रभावित 
करत है, एक उचित विशेष विवरण नहीं है। 
अत यह मान लिया जाता है कि इन समम्त उपादानों का प्रभाव वुटि-पद 
(छाण-ाक्ा॥] (र्म समायोजित हो गया है। 

(॥) .ब्रुटिपद रखने का द्वितीय काएण यह है कि समस्त सम्बद्ध उपादानों के प्रभाव 
से पृथक याछच्छिर काएणों का एक समूह है जो क्रि समस्त आर्थिक समकों 
अबवा मानवीय क्रियाओं को आवश्यक रूष से प्रभावित करता है। 

(77). ब्रुटि पद की उपस्थिति का तृतीय कारण मापक त्रुटियाँ अथवा प्रेक्षण न्रुटियाँ 
है। 

अत समीकरण #/ 56६+75», + 0, 

पर कुछ प्रतिबंध लगाये जाते हैं जैसे, 

0) थुटि पर्दा का माध्य (६७०७) अबवा गणितीय प्रत्यागा (/४0व्याशाल्शे 

कफुष्णायाणा) यूत्य है, अर्थाद्‌ 2/02<०, प्रत्येक ४ के लिये 
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(०) टुटि पद के विभिन्न मार परस्या स्वतत्र हैं। अर्थात्‌ 80० ७ ) 50 ८#7 
के लिये 


(7). बुटि पर्दो का प्रसरण (४७797००) 5 (0,?)5 ०, विद्यमात है। 
भणितीय रूप में इस निरदर्श को इस प्रकार लिख सकते है 


४56 +9,+ 0७, व 

40० /#० प्रत्येक / के लिये 

20; ०5० 77 करे लिये (१4) 
डाए, ७/०० #च के लिये 


यहाँ ७,ह, तथा ०, आज्ञात प्राचल है। हम इन प्राचलों का सास्यिवीय आधार 
पर आकलन करना चाहते है, जबकि हमें & तथा ९ के लिये एक प्रतिदश ज्ञात है। पुटि-प३ 
0, की व्यावहारिक स्थिति चित्र द्वार प्रकीर्ण अरेख (रिपाचित 8 2) में प्रदर्शित की गई है। 
प्रत्येक बिन्दु के लिए 00 का मान उप्त विन्दु तवा समाग्रदण रेखा ( 3! 60 >() के मष्य 
का अन्त है जा “- अक्ष के समानान्तर है। 





रेखाचित्र 7 2 

ज्ञत्व्य प्रतिदर्ण (2, ४), / 5 7,2, ,# के सापेक्ष 6 तथा $ के मानों का 
आकलन ममाश्रयण रेखा का विर्धारण (02शयगए7 8) आसजन (प078) कहलावा है, 
जिप्तकी सबसे उपुयक्त विधि न्यूनतम वर्ग विधि! (]ध०॥॥०0 0 285 520८5) है। 
न्यूनतम बर्ग आकलन (7.2०5४ डवुष्घधशट5 डडाफराद्ाण5) 

समाश्रयण रेखा को आसजन करे की वह विधि जिसके अुसार प्रत्याशित ब प्रेक्षित 
ढिन्दुओं के मध्य की दुर्रियों के वर्गों का योग न्यूनतम हो, न्यूनतम वर्य बिघि कहलाती है 
तथा वह रेखा जो इस विधि द्वाय ज्ञात होती है, न्यूनतद या समाश्रयण रेखा ([.०85 
इपणथर८5 ए्टा८5४०० ॥6) कही जाती है। 
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है य४ 0६-०-७४२० 

समीकरणों को सरल रुप में लिखने पर 

गा 

है $ 5४6 + #553, (78) 
म्ल्व 

१९ ॥!| 

5५४१, 5८ ५ ४, + ५४7 (79) 
। जा 


समीकरणों (78) तथा (79) को प्रसामान्य समीबचरण (गणागाह ८०७७४०75) 
कहते है। इन समीकरणों को हत करके & तथा 3 के मान 6 दया 3 प्राप्त क्यि जा सकते 
हैं। 


समीकरण (7 8) को (४5. से तथा (7 9) को # से गुणा करने पर 
(2200 6%/ 5#८ (2६) + 8(5%/ (740) 
॥ (5४९,) 5 7८ (58,) +॥5 (557) (7 4) 
(? व) में से (2 0) को घटाने पर, 
00% - 2270 5 8075४? - 00.) 





355४ 
यश £ मं 7०००४ काका न 
अथवा. #सकग - वओ हु. 02) 
ग - (2200 ख़् - 2& 
हम 
5 का मान समीकरण (7 8) में एखने पर, 
एढ 5 50 - हि 
6-2: _ 822: 
ढ वा. ५ 03 
हु 
अथवा 6 ल्‍ट नय्अम्यट0, (7 3) 


४5४४ - (5४५) 
«तथा 8के आकलित मात्र तथा 9के रूप में इस प्रकार लिखे जा सकते 


&5 ?-#४£ 


429 सरल रेखीए बमाकिदाए तथा पदसप्वन्ध 
न->-++__._.हतहत 


लि2/0. कि ८28 4 जप 


श्त्न्स््््ड्छ 
इन मानों ब्ोो सदोकरण 7 6 में रखने पर, 

#-9-858-/५3 
अथवा 7-98 5-२0 (75) 
यहाँ #« टिक 

<८ - हक &£ 

(76) ही अभीष्ट समात्रयार रेखा है। 
अब मान लो 


बन न्‍े, हे तथा ॥,5 ४-४ 
आऊ न - 20 50०,व६5), + 5 (४-४) 0 
अर्थाद्‌ #&ल्‍5छ0 
यदि हम #तथा 9 के स्थान एए उनके सग्त मध्यों के विदलनों के पध्य समाप्रणाण 
रा ब्ो निर्धारित करना चातते हैं, तब हम पाते हैं कि 6 5 0 तपा 
9, 


ह्घा रवि ॥7 46) 
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इसी प्रकार यदि & को आश्रित तथा % को स्वतत्र चर माना जाए तब की ]”पर 
समाग्रयण रेखा 


-| 58 (४-९) 
होगी। 
समीकएण के ढाल 3 को “# का 2६ पर' समाग्रयण गुणाक (८ह्वा8580०॥ 
ए०नीवता: ० 27०३ 20 भी कहा जाता है तथा &,, द्वाए तिरपित (दर्शाया) क्या जाता 
है। अर्थात 


28/026 
४8०११ “जहा 
हज - पट 
ड2० _ 29 
ह-रीजो--- 2:22 78080] 
।-+ हट छक्का (22) 
वा 
यहाँ. शक (2) 5 >का प्रसरण 
ठया 00५ (2, 9) 5 #ठथा ४ का सह-प्रसर्ण 
इसी प्रकार का पर समाश्रयण गुणाक 
_ ५ ३ 5 ४४-४४ ४7 
9, 5 9 5 रु जुआ -वाहेट 
53702, >> 
>-. 5०५९, ४7) (7 8) 
4537 _ छः ४००07 
गा 
यहाँ ४७ (४) 5८ ४का प्रसएण 
अत 7#की _४पर समाग्रयण रेखा 
४-४ ७,, (४-50 
अथवा ४० ४+ ५०"०७०९४) (४ ५] (7 9) 


शक (५5) 
समाश्रयण रेखा दो चरसें & तथा ४ के सम्बन्ध की दिशा व्यक्त करती है। 
(0) ग्रदि 8 घनात्मक होगा तब दोनों के परिवर्तन श्क ही दिशा में है। 
(ध) यदि 8 ऋणात्मक होगा तव दोनों के परिवर्तन विपरीत दिशा में है 
(7) 9, >के सापेक्ष ४ के परिवर्तन की दर व्यक्त करता है। 
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चल मल अर बला मी कबीर अर करें > टेक ए 2 ज 0९४८ :क ५४ 
सहसम्बन्ध गुणाक 
(एगाशेगाणा 0०लीलटा) 

वह ज्ञत्त करे के लिये कि किस सीया तक 2'तथा 27रैखिकर रूप ([.0८627)) से 

सम्बन्धित है, कार्ल पिवरसन (0७7) #थ्डा5णा) ने कुछ मान्यताओं के आधार पर, जो 

कि व्यावहारिक दृष्टिकोण मे साह्यिकीय ऑक्डा में प्राय स्वमेव विद्यमान है दो चरो का 

सहसम्बन्ध गुणाक (+) परिकलित करने का निम्नाक्त सूत्र प्रस्तुत क्या, जिसको इसकी 
परिभाषा भी कहा जा सकता है 

॥ 770, 7 7७ 5 कि 42222 (729) 


एग 00 एम 9) (2) एशण (१) 
जिसेको गणना कस के उद्देश्य से भिन्न-भिन्न रूपों में लिखा जा सकता है 


पर) (४-0) 


पक 
(7 नककुरागकाक ् 
९५  0(-४४-5५-४/ ) 
| का 
६/(१.-7॥ 





१222 








खडे 


232, ३ 
[7] 





्लिल्क्का-ल् _ए20, 
पा ं रा 





दर्द - अ्प्टेप 
गा 








(िब-टिटएघा- हैं )7 पा - ख्श्ण (४५१)- टेश )7 
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| 
हु 
कायान -! तथा +। के मध्य ये होता है, अर्थात्‌ -7 € 757 


यहाँ प्र सा, ध 


यदि + 5 -4, तव सम्याश्षदण रेखा का निर्धाग्ण सही है ता ५ और >र पूर्ण ऋणत्मक 
सहसम्बन्ध है। रखा का टाल (0)क्रणात्मक है। 

यदि # 5 +7 तक भी समाश्रवण रेखा का निर्धारण नहीं है तवा » और < में पूर्ण 
घनात्मक सह्सम्वन्ध है। रेखा का ढाल (8) घनात्मक है। 

यदि +50, तब ) तथा <« में कोई रेखीय सम्बन्ध नहीं है। (यद्यप्रि अन्य प्रवार का 
सम्बन्ध हो अथवा न हो) 


अर्थात्‌ यदि चर ४ तथा $ म्वतत्र हों तब उनका सहसम्बन्ध गुणाक्र शून्य हागा। 
किन्तु इसका विलोम सत्य नहीं है (अर्थाठ दो चरों का सहसम्बन्ध गुणाकर यदि शून्य हो दव 
भी उनका म्वतत्र होगा अनिवार्य नहीं है)। 


कार्ल पियर्सत के सहसम्बन्ध गुणाकक की मान्यता (8$५४४छ705 ती॑ शा 
2८87507'5 008ट4007 ९०टीगिलव्या)ओ 

(।) दोनों चर जिनके मध्य सहसम्वन्ध ज्ञात कग्ना है, अनेक स्वतत्र कारणों द्वारा 
प्रभावित होते है जोकि उन च्॒रों में परिवर्तन उत्पन्न करते हैं। 

(2) दोनों चरों के पद मूल्यों को प्रभावित करने वाली शक्तियाँ, एक दूसरे से कारण 
तथा परिणाम' के रुप में सम्बन्धित है। 

(3) दोनों चरों के मध्य रेखीय सम्बन्ध है। 
कुछ महत््ववपूर्ण तथ्य 

(). दोनों समाश्रयण रेखाएँ एक दूसरे को विन्दु (६.5) पर काटती है 

(0) दोनों समाश्रवण गुणाकों का गुमोत्तर माध्य (८४४ / सह्सम्वन्ध गुणाक के 

बग़बर होता है। 
>५0५ ७०) & >५०४ (239) 
रू एआ(& एश 09) 


५ ४8-7० - 





&8,७ 2७ तेवा 7तीनों के अग में (०५ (3,)) आठा है जोकि सहसम्बन्ध वी दिगा 
व्यक्त कग्ता है। अत तीनों के चिन्ह ( घवात्मक अथवा ऋशात्मक) स्पान रहेंगे। वह 
विशेषता दोनों समाश्रयण रेखाओं में प्रतीक हेटु प्रयुक्त होती है, जदकि वे साधारण सम्रीकरण 
के रूप में दी गई हो। उद्याहरणार्थ, 
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यदि समीकरण का 5 

त्घा >ठी+-भद 

दिये हों तव ४प३ ) की झम्राखया रेखा जात करे हेतु तदा ) पर ६ की झमाप्रयाण 
रैपा शत कसे हेतु हम कसी एक रेखा को ६ ५२ ) की त्या दूछती को ) पर ५ दी 
समाप्नयण रेछा मान लेते है पुत्र दोनों के समाश्रया गुणक कृप्त करके उतका गुण करते 
है यदि गुलफल एक से कम है तो म'त्री हुई रेखा सत्य है और यदि गुए'नफ्ल एफ से 
अंधिक है तब इसके विपरीत है। 


यहाँ, मन लो. #-92 75 एक्ा ) झा स्पीकर है 
अथवा बी. 9४+75 
अधवा ञ 54 7/2 
हि 
कड़े 
हि 
इसी प्रकार- 6;#- व 7 ) पा $ का समीकरण हुआ 
अघया 255. 6ठी+#7 
6 
अधवा है ऊ् 
6 
ध्क्षिःा 
96 _  35/ 
घर 55४५ - ह55 760 


अतए्व हमारी मान्यता सत्य है। 
(७) यदि #-+7 तो ) की .४पर समाश्रया रेखा 


४#-१-२० (६-9 
0, 


को. ०, 0) 5०, (४-०२ (५) 


लिखा जा सकता है। 
तथा ,वी ४पर समाजयाप रेखा 


-२<४ (१-१3) 
कु 
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क्‍्तो 6, 8-0) + ०, (४-१7 (8) 
लिया जा सकता है। 


(8) वबा [8) द्वारा स्पष्ट है कि यदि +  +/2, तब दोनों समाग्रदण पाएँ एक 
((०४८००८]) हो जाती हैं। 
(५) यदि + 5 -2, तव भी दोनों ऐखाएँ एक हो जाती है। 
(५) यदि #5 0तव #<9तवा >> 

अर्थात्‌ दोनों समाथयण रेखाएँ एक दूमो पा लम्ब होती है '/वी पर - अभ् 
के समातात्तर तथा “४ की ४पर' ४- अमन के समानान्तर होती है। अर्थात दोनों रेखाओं 
के मध्य वा बोध 907 हो जाता है। 
शि) सहसम्बन्ध गृुझाक पर मूल बिन्दु तथा पैमाने के परिवर्तन का कोई प्रभाव नहीं हाता है, 

जुवक्रि समाग्रदण गुणाक पैमाने के परिवर्तन द्वारा प्रभावित होत्ग है। 
अर्थाद्‌ चररो के मूलबिन्दु और पैमाने के परिवर्तन से # का मान अपरिवर्टित रहता 


यदि ६ 5 ध् तथा ४ नेक पत #० न 0० 


फ्री 25 


प्र 
त्या &., 5 प्र 
सहसम्वन्ध गुणाक तथा समाश्रयण रेखाओं के निष्कर्ष 
((०ाणश्त्र0७ [जिक्शा वा (०7धंबाणा (०थीशचा। 0 ए९(7९६६०० 0९९५] 


हद्िविचर समग्र (2, 9) से लिया गया # युम्मों (2. 3.) / 5 7, 2, ,ह का एक 
प्रतिदर्श है, जिसको साख्यिकी भाषा में यादृच्छिक प्रतिदर्श (29)0077 $थ79छ८] कहां 
जाता है। यदि €ठया ४ के इसी ममग्र से अन्य प्रतिदर्ण प्राप्त क्यि जाएँ और 7 तथा 
#%« या ४.) शात किये जायें तब वे पहले प्रदिदर्श के मार्नो से भिन्न होगि। अस्तु, यह अनुमानित 
करने के लिये कि समग्र के सहतम्बन्ध तथा समात्रयभ गुणाकर क्या हो सकते है, उस सीमा 
तक उनका मान निर्धारित क्या जा सकता है, आदि के लिये साब्यिकीय विधियों- 
“आकलन (£आपक्रा00), परिकल्पना परीक्षा (८४ण४ प|्00६६८४) तवा 
*विश्वास्यता अतगल' ((00#4त25०८८ ॥727४8) आदि का महयोग लिया ज्यटा है, जोकि 
ब्राविक्ता सिद्रात [700%9079 ़िन्नाफ्रेशा०0०) पर आधाएँत है। यहाँ हम इन विधियों 
का सूक्ष्मम अध्ययन करते की अपेक्षा केवल सम्बद्ध तय्यों तथा सूत्रों का सक्षिप्त अध्ययन 
कर्ेंगे। 
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सम्माव्य प्रुटि (70098 हा०ण) 
सहसम्वन्ध गुणाक की सम्भाय्य ब्रुटि जात के के लिये निम्नाडित सूत्र का प्रयाग किया 
जता है 


28 5९वीं सम्भष्य बुटि 5. 6745 | (7 2॥) 


भर 
यहाँ # एक यदृच्छिक प्रतिदर्श से आकलित मान है। तवा 0 समग्र के सहसम्नध 
गुणाक का प्रतीक है। 


यदि इस सम्भाव्य त्रुटि को सहसम्बत्ध गुगाक में जोड़ दिया जाये तथा घटा दिया 
जाये तथ्र जो दो मान प्राप्त होंगे, उतकी सीमाआ के अन्तर्गत मूल समग्र (0ाहाओथ 
ए०ए०७0७०॥) द्वार प्राप्त अन्य यादृच्छिक प्रतिद्ों के सहसम्बध घुगाक पाये जाने वी 
सम्भावना अत्यधिक होती है। अर्पात्‌, सम्भाव्य ब्रुटि निर्धारित गुपक के ऊपर व नीचे सीमाओं 
को परिभाषित करती है, जिनके अन्तर्गत अन्य प्रतिदर्शों का उसी प्रवार निर्धारित सहसम्बन्ध 
गुणाक पाये जाने की समान प्राविकता है। मान लो, # 5 49 युर्मों का सहसम्बन्ध गुणाऊक 
750 25 है तब, 


7&+ 6745---2 + 09 
४२४५ 

अत सहसम्वन्ध गुणाक दी सीमाएँ 25+ 09 अर्थात्‌ 0 + तथा 0 6 होंगी। तहत्पर् 
यह है क्रि यदि उसी समग्र में से 49 यु्मों का और यादच्छिक प्रतिदर्श लेकर सहसम्बन्ध 
गुणाक निकाला जाये तो उसके 0 6 तथा 0 + के मध्य होने वी अधिक सम्भावना है। 

सम्भाव्य ब्रुटि का द्वितीय उपयेग 4 की सार्थकता ज्ञात करे के लिये क्रिया जाता 
है 

यदि कार्ल पियस्सन के सहसम्बन्ध गरुगाक वा परिकलित मान पक अ्का 
३०७८) सम्भाव्य बुटि से कम है, तब दोनों श्रेणियों में सहसम्बंध द शी 
(8क्षणी०7) नहीं है। अर्थात्‌ यदि 7 < 9.8 तब सहसम्बन्ध का कोई प्रमाण नहीं है। इ 
प्रकार यदि #> 6 /?.£ टव सहस्तम्बन्ध निश्चित माता जाता है। 
प्रमाप-ब्रुटि (9.806970 छि7ण) 

सहसम्बन्ध गुणाक की प्रमाप-व्रुटि का सूठ निम्ताकित है 

वो 
प्रमाप-ब्रुटि (58) 5 3:78 (722) 


० 
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म्यष्ट है कि 28 > 65745 58 अथग 9 छ ८ ्र 58 लगभग 


7+ ! 96 5 का ठात्पर्य है कि का मान 5 - ] 96 $# तथा + 96 
$5 के मध्य होने की प्रायिकता 95% है तथा इसे 5१6 सार्थकठा स्तर पर सहसम्बन्ध गुणाक वी 
सार्थक्ता ज्ञात करने के लिये उपयोग किया जाता है। 


सहसम्बन्ध सार्थकता का : परीक्षण ( [-05 0० वह 0० शह्यातीएा०८ 
ए॑ एथारंगाण 0०टीपवथा:) 


इस परीक्षण की विधि अग्र पृष्ठ पर अकित है 
0) 77० मुमग्र में सहसम्बन्ध गुणाक 6 का मान शून्य है। 
(0). सहसम्बन्ध का गुणाऊः परिछलित क्या जाता है। 


(पा)... सूत्र /5 ज2 (४-2 से /का मान परिकलित किया जाता है। 


(४४)... 5% तथा ॥% मार्थकता म्तर पर मरणी में ॥-2 ४/ के लिये। का मान 
देखा जाता है। 

(५७). निष्कर्ष- यदि / का परिकलित मान साएणी में दये मान से 
अधिक होता है, तव सहसम्वन्ध उस स्तर पर सार्थक कहा 
जाता है। यदि £ का परिकलित मात्र साएणी में दिये जान से 
कम होता है, तब सहसम्बन्ध सार्थक नहीं माना जाता। 

आकलन की प्रमाप-व्रुटि ( $87040 एक_ण ० &50ग्र8) 

हे पर ४के समाथयण ४८ ० + 5-४ में चर ५, के प्रेकित मान हथा आकलित मान 
$; के अन्तर ( /; - 9) ४ को आकलम च्रुटि कहते है, जिसकी प्रवृति सदैव यादच्छिक होती 
है। आकलित पूल्य तथा प्रेश्षित मूल्य के मध्य तरिकटता ज्ञात करते के लिये आकलन की 
प्रमाप ब्रेटि! निम्न सूत्र द्वाप्न ज्ञाव की जाती है 


पर ;के समाश्रयण आकलन की प्रमाप ब्रुटि 


>, 5 (7 23) 





यहाँ ४४ 5 9का प्रेक्षित मान 
४; 5 #का आकलित मात 
मे 5पर्दों की सख्या 
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3 2 कक अ7 32333 >फलक अल लक ज कप; ४ 7224: प; 

जो कि समाययण % पर ५" के आसजन श्रेष्ठता का माप (8 फाध्वषण6 ता 
8०००७॥९5५ ० व7 ० 0६ ए८ट्टा८५छणा 9८ ५ ० »') है। 


यदि ४, की गणना न वी जाये तब 2, ०; तथा 0, के रूप में आकलन की प्रमाप 
जुटि का सूत्र निम्नाकित है 


5. 5०, ४ - ४2 (724) 
इसी प्रकार  %पर %' समाश्रयण आकलन की प्रमाप बरुटि 
ज्क्र्श््  कन्‍चक 
&५, 5 । [ जा 3) «०, भी) (725) 


प्रसामान्य बटन (४णागाथ 05970७007) की मान्यताओं के अनुसार ५ ५९ ४की 
समाश्रयण रेखा + &,. के बराबर दोनो ओर के क्षेत्र में प्रेक्षित मानों के 68 27% वित्दु बिखर 
होंगे। इसी प्रकार रेखा के दोनों ओर + 2 &, 2 में 9545% $ 96 5, में 95%, 
# 3 3, में 99 73% तथा +2 58 में 9% बिन्दु बिखरे होंगे 
अवधारणा गुणाक ( 0००[लाला( ण 9टाथागाधगाणा) 

हम देखते है 'आकलन की प्रमाप ह्रुटि / 9/की मापत्र इकाई पर निर्भर करती है, अर्थात्‌ 
यदि 9 पेंटीमीटर में दी हो तक प्रमाप ब्रुटि भी सेमी में ही मापी जाती है) अतएबं अवधारणा 
गुणाक का असपुष्रयोग हुलगात्मक दृष्टि सं अधिक महत्त्वपूर्ण है। इसका प्रयोग दो चर में 
प्राप्त सहसम्बन्ध गुणाक का निर्वचन (प्र/लज्रटधवाएणा) करने हेतु किया जाता है। 
अवधारणा गुणाक का विचार कुल विचरण (०0७४ ७०७7400०ा) के दो भागों में विभक्त 
होने के फलस्वरूप उत्पन्न होता है। 

अर्थात्‌ कुल विचाण < स्पष्टीकृत विचरण + अम्पष्टीकृत बिचएण 
(० एगाआण  > एंकॉक्षार्प (शाभाण + एग्रछफरैूयाध्व एशाव0ण) 


हे ५,-४)* 
अब श्थ (१) 50०9, ८ » कुल विचरण 
की , 
डे (७-२४ 
तथा ०, वी ३, अम्यप्टीकृत विचरण 


ग् 
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इसको अस्यष्टीकृत विच्रण इरालिये कहा जाता है, क्यों ॥/ के मार्तों में इस विचएण 
का समाश्रयण रेखा द्वारा म्पष्ट्रीकरण नहीं होता है। आश्रित चर ( ”) में परिवर्तन का क्तिना 
अश स्वतन्त्र चर (१ ) द्वाए निर्धारित होता है, इसका म्पप्टीकरण समाश्रयण रेखा द्वारा होता 
है, जोकि सूत्र रुप में इस प्रकार लिया जा सकता है 
वा 
उ ४-97 
क्च्य 





म्यष्टीकृत विचएण 5 


रेखाचित्न 7 4 में समाश्रयण रेखा को परोर्टी रेखा द्वारा तथा ह * ९ रेपा के बिन्दु गछा 

द्वाग प्रदर्शित किया गया है। 

रेखाचित्र 74 में समाग्रयण रेफा द्वारा स्पष्टीकरण तथा अम्पष्टीकृत ज्रिचरण प्रत्यक 

विन्दु ( 2, ४.) से समाग्रयण की दूरी मोटी रेखा (४०॥0 ॥॥॥2) द्वारा 
पी की 


] 
फ्् 
( ॥. १६५१५5५0४ ६॥#६ 
रु 
क 





ट 





ध रेखाचित्र 7.4 
तथा प्रत्येक बिन्दु की ४ + र से दूत को बिन्दु रेखा (00006 ॥॥6) द्वाए प्रदर्शित किया 
है। अर्थात्‌ 


है (3 का 
2७-४7 2/५ - 9+ (9 - 977 
ग्ज्र हि 
का ० गा कर 
हू 5 (/-४7+५ ७ (४ - 90४ 
म्च्य प््ज्य 
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ली तित+--त+_++तल., 


अस्तु, कुल विचएण सदैव अम्पष्टीकृत विचरण से अधिक अथवा समकक्ष रहगा। 
अतएव, 


स्पष्टीकृत विचरण + कुल विक्तण - अम्पष्टीकृत विचएण 


77 - सिष्टीकृत विचरण _ गत 
कुल विचरण ग्ट 
को अवधारण गुणाक कहते हैं। 
इसका मात्र 0, (म्पष्टीकृत विचरण का अभाव) तथा !, [समस्त विचरण समाश्रयण 
रेखा द्वारा स्पष्ट कर दिया जाय, अर्थात्‌ पूर्ण आसजन (2९४८० [7) ] के मध्य होता है। 
चर के कुल विचएप का प्रतिशत जो समाग्रयण रेखा द्वारा स्पष्ट कर दिया जाए, 
अवधारणा गुणाक (7/? कहा जाता है। उदाहरणार्थ, यदि अबधाएणा गुणाक 25 हो तो इसका 
तात्पर्य यह है कि चर (४) में 25% परिवर्तन चर (.४) पर आश्रित है। 7? का परिकलन 
कजे के लिये निम्नाकित सूत्रों का प्रयोग किया जाता है 
2 >22050 + पे 5 
9 - #४२० 
(डर - 7४7) (728) 
इस प्रकार हम देखते हैं कि अवधाए्णा गुणाक, सहसम्बन्ध गुणाक के वर्ग के बराबर 
है, इस्लीलिये इसको 72 से निरूपित किया जाता है। यदि एक अवस्था में 72 5 2 हो 
तथा दूसरी अवस्था में 2 5 60 हो ठब हम कहते हैं कि दूमती अवस्था में सहसम्बध 
पहली अवस्था से पौँच गुणा अधिक है। 
न्यूनतम वर्ग आयणक की विशेषाएँ 
(श०्फृध्ए८5 ण [९35 $वए०थ०८ 850॥805) 
(0). न्यूनतम वर्ग आगणक अनभिनत (एप्र09820) आगणक हैं। अर्थात्‌ 
288)58 
[॥).. न्यूतठप्त वर्ग आगणक रेखीय ([0८27) आगणक हैं। अर्थात्‌ 8, 9 का 
रैखीय फ्लन है! 
(0७) न्यूनतम वर्ण आगणक सर्वोत्तम रेखीय अनभिनत आगणक (ए८ड [.परध्वा 
एग्रछ७5८० ए३एण्ण5 या छात्र) है। अर्थात्‌ सभी सम्पव 
अनभिनत आगणकों में $ का प्रसरण न्यूततम है 


(7 26) 


4 


अथवा है « 





340 





बिक त्रुटि-पद प्रसराय 


के 0, का बसतविज मंत्र ज्ञात नहीं होटा। अच्टु, इसका अनभितत आगाक 
परिकत्ित किया जा है। ज्वत 
6. - 2-९४)" 
ड़ 
2 


है लक न (३८ बदन कि लक अपन के द्रगपा बा अत्मात 
और भी, (पर ४#क अटुपाम्तिक स्मात्रणा गाज के प्राए कया अनुसात 5 57 





५ 


#5,--_% न वि 
/ द्वुढ्ठ "लक (729) 
का $ की मन इटि (5:200270 हवा07) कहा जाता है। 


टिप्पनी- [) यदि >टवा )/क७ स्थज्न पर क्रमम उतक मध्यों से विश्वलन # स | 
>टैट्बा 3, 5 १-3 लिये जे, टद /((8) * ससठ 
(9) यदि हम 6, व्वा अआलभितत आपाक नहीं लेता चाहते, हव 6,7 ८ 


अश-छा लिए जा सकता है। 


प्‌ 
सम्रा्यणश गुणाक 8 की सार्वकता का (- परीक्षण (-प्र८६घा 0 पर«ाण'ह 08 
5877228०8 ० ए८ट्वीाट६5४00० 6 ०थील<ण0) 
इस प्रथभा की विधि इस प्रकर है 
(0). /#, नरियिकरा व परिछल्पता, 8 5 0, 
४, वैकल्पिक परिक्‍ल्पनार 950 
(70) 8 परिकलन क्या जत्वे। 
स) चूत, 
घ5ह- ता “- (730) 
अब 8) 
चूँक नियकराब परिकल्पना के अनुनार 9 5 0, अट सूत्र को निन्‍त प्रकर भी ल्खि 


एड (7.39) 
परम 98) 8) 


8 


बहुरैखिक तथा अरेखीय समाश्रयण एवं पहसम्बन्ध 
(परतए6 [९छ कराते पि0-॥॥6,7 र९ट्टा.९5३०॥ 
बात (077९9॥0॥) 





थहुखिक भ्षमाश्रयण 
(4०ए।९ [एक रि्टा८४४०१) 


अब हम [€ चरों का एक-साथ अध्ययन कोंगे। ( चर #,, ४५, , ४६ हैं तथा 
प्रत्येक चर 2(, के ॥ मानों ४५, १2, , ४७, ।5 ,2, , ६ को एक प्रतिदर्श 
मान लिया जाए। इस प्रकार ( 2, 202, 2.3, . #ैं,६) इस प्रतिदर्श का एक अवयव होगा, 
जोकि ६ विभीय प्रावाश ( ( )0॥८08070] 5)208) में एक बिन्दु द्वात अक्षित होगा। 

यदि हम यह मान लें कि ४, आश्रित चर है, जिसका मान स्वतनत्र चर्ो ४2, ४3, 

/ ४५ पर निर्भर काता है, तय ४ वी स्वतत्त्र चरों ( ४, , ४.) पर निर्भता को 

निप्नाकित रेपीय सम्बन्ध द्वारा व्यक्त किया जा सकता है। 

हैं, # ८, कचउर्ले: ०३४) ४ #दठें; +2 (2) 

यहाँ 66, 68. , ०६ घ्विएक हैं, जिनवो न्यूवतम वर्ग विधि द्वाप ज्ञात झ्था था 
सकता है। इस सम्बन्ध को &! का 5५, , 3६ पर समाध्रप्ण तल का सप्रीकाण कहा 
जाता है। इसी प्रकार 2५ का #,, 2,, , 5, पर आदि सम्बन्ध भी स्थापित किये जा 
सफ्ते हैं। समीकरण (8) द्वार हम #, के संगत मान की प्रागुक्ति अथवा उत्तम आकलन 
कर सकते हैं। 

अधिक व्यापकीकाण के लिये मान लिया कि, /, 3५, 2, , 3. &# +77 
चए है तथा प्रत्येक चर के लिये # प्रेक्षण है, जोकि निम्नाकित रूप में प्रस्तुत किये या सकते 
है 
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श्र श्, ड ग्र 
्ै री] डा जा 
है] 2 अं गन 
है अप शक हर श्न 
& * 4 रा आई 





यहाँ 5, 5 5६, का ) वा मान 


प्रमाश्नयण निर्दर्श 
शै, र१ि पतिशेक तडिफें2 के +9,29 + -. ७ परिस>े५ *ए; (82) 
आकलित अदरशेष ए, 

0,5४-४.5४,-(& +9॥ +9:2, +-..-+95५,) (8 3) 
अवजशेर्षों के बर्ग का योग 


प् 
85» ₹ए? >झश-) 
गच्न) 
नऊ (४-नी०-गिहै।, + कि मेकीडिशेंक-े नील) (8 4) 

न्यूनतम वर्ग विधि के अनुसार 90, 0)... , % का मान आक्लित कछे हेतु, 

$ 5 52(शनीबकीडी+डिस- गिसफो 
को 8५, 8$, . तथा $., के सापेक्ष आशिक अवकलन करके अवकलजों को शून्य के बएवा 
रखते पर निम्नलिखित प्रसामान्य समीकरण प्राप्त होते हैं 


22% 5 + 823, + &०५, ने ...+ २२७ 
डर, 5 8य20 7 हू? + + &स्ड५, + ,...+ #िड,5,, 


अर्थ 5 90५ + 35, ४५ +ण्ड, 2५ +...+ 507, (85) 
इन प्रसाप्रान्य सर्भीकार्णों को हल करके 8,, ठ$,. 3७ के आक्लित मत ज्ञात क्यि 
जाते हैं। 


आकलत वी मल्लक त्रुटि 5 5, ८ जि (86) 


545 बटुखिक तदा अखखार सनात्रयय एवं मह सम्बन्ध 





कहर 
अंबधपागागुए+ / ,., ,+--... 
हो 
डे 
इ्‌ह हि 5ड(४-५) 
है] 
बहसहसम्वन्य 
(णपएा/३ ९०प्रथदतणा) 


#टवा ९ के मध्य झगल सत्ममनन्ध का ध तथा (| 3, 3.) क्ष 
बहुनहसम्बन्ध (५(७॥७।६ ८णाशुब00॥)) कर जाटा है, विसिक सत्मम्दन्ध गृएक 
म,25 ७ द्वाग्र सूचित किय राता है। अस्तु 

शेल्याड 2 वर, झावपमासन्य गुएक, 


मे ॥23 # 5 


साला हतु हम कवल विस्‍्ताकित टीन चोर का विस्टूत अध्ययन को 
मन लो ४ 3, ह५ टन साठ क्र हैं। जिनमें प्रत्यक + ६ मन हैं 
शा है है 
डे 2 722 ४, 20% 
न; हक 22 2 #्ड 
टव, ४ क # व ४, पर स्माग्रया निक्षा अबब स्मद्रया हल का स्मीक्राए इस 


प्रकार लिखा जा सऊता है, 
४5% +8,57+ ४४. + ए/..._ 75,2,---७ (88) 


न्यूनतम बा विधि के अनुकर 8, 8 टबा 892 के अकलिति बल तिशाल्पि के लिप 
अवरशषों के बे का यागा (500 ० 0॥6 5वस्‍थक 0 ऐड ।च57.285) 

55 ए०7ल्‍5(१-#,-9:४५-५-2५ )7 

का 8, 0, रथा 82 के सपत आजिक अवकलर्ज का रट्य के दघवर रखने प., 


(8 7) 





हे ू-25 (४+#०-8/0/:622/ 0 
नह 5-2 00% िै।- हें 50 
वहन 

के _- 205४-6० शिए।- किले) च0 
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अस्तु प्रसामान्य समीकरण उिम्नाकित रूप में प्रस्तुत किए जा सकते हैं 
अचारिक + 8 23, +7257:. 
222॥5%०४२॥ +022,/ +9, 2४५७, 
29% 3: 56०२५ #22,20., +952.7 
जिनको हल करके 9, 3, , तथा 0, के मान ज्ञाव किए जा सकते है। 


की 2 रा "४४ 
आकलन की मानक त्रुटि *९/ &.? ८ न्नज्ल पा 
तथा अबघारणा गुणक 

द््र््डः 
2032 8 जद 
2 
वहु सहसम्वन्ध का गुणाक 


(डे 
१, ,2- 4॥ ब्ः 


जय न 7,22-24; 72 72, 
स्ट्ाप्ज््नश77 


] .[ यदि तीन चरों को 2।. 2९. तथा 2; से प्रदर्शित किया जाए दव 
छू ३23 5 27 |703-202 7233/ होगा 
उ- 252 
(४) यदि तीन चरों को ५,४४ तथा 2 से प्रदर्शित किया जाए तब 
» २ नाप 2-राजएटटए 
पर पफ, 
अथवा २, ,५ का मान इस प्रकर भी प्रस्तुत किया जा सकता है 


मे ्व्ट 


ए2५ ०5 टिक टी + 9 स्टार] 
मी 0 4 
यहाँ ०४, ४०, + ४, 
जज, 2, ,25 


ड्च्ट,2, #,<५ 


346 


(89) 


(8 0) 


(8 ।) 


(8 2) 


2 बहुखिक तथ अरेखीय सपाश्रदण एवं पह सम्बन्ध 
यहौँ 7/+ ४ तथा #, का सहसम्बन्ध गुणाक 
72 "2, तथा #, का सहसम्बन्ध गुणाक 
72,₹ 2: तथा ४ का सहसम्बन्ध गुणाक 
आंशिक सहसम्बन्ध 
(एगा्े 0.0 लबाणा) 


यदि 2,५४,2 तीन संगत चर के किन्हीं दो चरों मे सहसम्बन्ध स्थापित काना हो तब, 
चूँकि तीनों चा परस्पर सम्बन्धित हो प्कते है, अर्थात १ तथा 5 के सहसम्बन्ध पर 2: 
का प्रयाव पड़ना स्वाभाविक है। इस प्रभाव को एक्घाती मानकर म्रम्ताश्रयण रेखाओं द्वारा 
विलुप्त किया जा सकता है। अस्तु, 

दो चरों £ तथा ५ के मध्य सहसम्बन्ध, जबकि अन्य चें (यहाँ 2) के प्रभाव 
का विलोपन (किसी विशिष्ट रूप से) कर दिया गया हो, » तथा ४ का अत्य चरों के 
प्रति आशिक सहसम्बन्ध कहलाता है। 


आशिक सहसम्बन्ध गुणाक, ४2 तथा श८ के मध्य सरल सहसम्बन्ध गुणाक द्वारा 
माषा जाता है, यहाँ, 
37 « ५ का 2. पर आकलन का अवशेष 
(#297०87 ०९2 ०7 2) 
तथा. 2 ऐ का 2 पए आकलन का अवशेष 
(रि०घ0०७ ०१ ५ ०४2) 
मर्धात्‌ 


।0 ०७ 


0० 2372) ___ १०३ -म्ध्टफ्पट 


“चर पट एड 
ए्ब ह2) एम हट) भा-च्थ्या-श्टा 
प्रानलो ए की # हथा 27 पर समाग्रयग रेखा 
प्‌ 5 8४ 2 +9% 23 नाग 2 (8 3) 
श दी &2पर समाग्रयण रेखा 
9 > बट नफफ्ट 2 (8 4) 
तथा ५ की ४ पर सप्ाद्रयण रेखा 
चु ह+०५७ +9०%ऋएडें (8 5) 
आशिक अवधाएणा का गुणक, 
मन 522. ऋट 
:ऋषर क्र 


#7 
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यहाँ 
975८ ४ का ४ व 2 द्वारा अम्पष्ट्रीकृक विचलद 


$“,2 5 ४ का द्वारा अम्पष्टीकृत विचलन 
5 चर को सम्मिलित करे पर, 
$7,>-92,..0 5 १ के अम्पष्टीकृत विचलन में कमी 
ओखीदय प्माश्रयण 
जिणान-ी कथा रिधूप्रीट४६६०॥) 


अब तक हमने केवल विभिन्न चर्रो के इस प्रकार के सम्बन्धों को अध्ययन किया है, 
जिनको सरल रेखाओं द्वाए प्रदर्शित किया जा सकता है। पसन्तु आर्थिक क्षेत्र में ओेखीय 
सम्बन्ध भी समय-समय पर द्ृप्टिगोचर होते है। क्योंकि व्यवहार में रेखीय सम्बन्धों का पाया 
जाना कठिन है। सैद्धान्तिम रूप (४८०:८घ७८७) (०7/०8८7४४०॥) से सम्भव नहीं होने 
प प्रकीर्ण-ओख (5८४८४ 0/2छ7थ77) द्वाए अजुमात लगाया जय सकता है कि दो चर 
में रेखीय सम्बन्ध नहीं माना जा स्कता। 
जैसे रेखा चित्र (8 ।)। 


१६ 





रेखाचित्र 8 
इस प्रकार की अवस्था में हम विभिन्न प्रकार के ओेखीय फलनों का आसजन कर 
सकते हैं। कुछ फलनों को रेखीय फलों में परिवर्तित करके दया कुछ को सीधे ही आतजन 
किया जाता है, क्योंकि उनको रेखीय रूप में परिवर्तित करना सम्भव नहीं होता। 


ऑरेखीय सम्बन्धों के कुछ उदाहरण अग्राकित हैं 


/+३49 बहुँखिर तथा ओखीय समात्रथरण एवं सह सम्बंध 





() # घाद का बहुपद (8 ?0तरणागाद्व ४ (६ट्ा८८ [८) 


() ओिक समाश्रयण में सबसे सरल वह है जिसमें एक चा दूसो का कुपराती 
बछजर हो। अतएय #का पर बहुपद (?0|.70॥॥9) ममाग्रयण, 

#«8५ 0+6,&+8/2 + +8,/6 8, २० (8 76/ 

समीकरण द्वार निरूपित है, जिसमे गुणक 8, अचर हैं। न्यूयतम वा परिधि से इन अग्रगे 
को इस प्रकार निर्धाग्त क्या जाता है कि अयगेषा के वर्गों का योग न्यूनतम हो। समीकरण 
(8 6) को # घात का बहुपदी (8 909॥०ण9 ० 4८४८८ |) कहते हैं। यदि #- 
2 हो हब 

258, #7#त +7/7* (837) 

एफ सरल द्वियात (5079/८ ६०४५४४७८) समीकरण कहलाता है। 

मात्र लो, खाद के उपयोग की मात्रा तथा गैदू वी उपज के अफड़ शांत हैं जोकि 
ह सपात घेतों (आशा ६860) द्वार प्राप्त किए गये हैं। पूर्य अनुभय द्वाग ज्ञात है कि घाद 
की कम मात्रा के प्रयोग द्वारा उपर में वृद्धि हैटी है, पसन्‍तु जैमे-जैसे खाद की मांग म॑ वृद्धि 
की जाती है, वैसे- वैसे ही उपज बी मात्र में वृद्धि दर कम होती ज'्ती है। दस स्थिति को 
रैखावित्र 82 में व्यक्त क्या गया है। छाद का अधिक उपयोग उपज मैं कमी भी कर सकता 


है। उदाहरणार्थ, रेखाचित्र 82 मे, 
हा शाप ह0+8/ 


माह 

हि 

फ् 
छे 
है 
छू 
५ 
दु 
33 
< 

ह्छ 





१५ 
हा 7277 #7/दवहकार 
रेखावित्र 8 2 - द्विघाती समाग्रयण वक् 


खाद की मरा में ह« मप्र से अधिक वृद्धि क्ले पर उपज में कमी होते लगी है। दम 
प्रकार की स्थिति में हम द्विपादी समात्रवात वा आसजन केति हैं टथा ममीकाण 


एनढ कक + बन 
द्वाय निहपित करते हैं। 








454 बहुखिक तथा ओरेखीय सम्राप्रवण एव सह सम्क्‍्ध 
नी न --तमतम+_+_तव.... 


दो चर में दिघाती समीकरण (ए५४४०- एशावघठ 0590उ८) 

चजत8 नए नकफट फई? + ८टी +॑ पट [8 48] 

इस्त प्रका के समीकरण का आकलन कखे के लिये इसका रूपान्तण 
(शार्भठघा।आ०ा) एक रैसिक सम्पत्ध में रिम्न प्रकाश किया जा सकता है तत्परचात्‌ 
न्यूनत्म विधि द्वारा संगत मानो का आकलम ख़िया जा प्कता है 

#च्5, अ#च्छ, 255, अत्टों, 2>स्ट 

अर्थात्‌ समीकरण (8 8) को इस प्रकार लिखा जा सकता है 

$#६४ +6,.६, +02४. +८,४, +८४, +९०६५ (8 9) 

यहाँ बहुरैसिक म्मामयण झूढ़ें का अद्भयोग हो सकता है। 

दो चर्रो का द्विपात धम्दन्ध तब लिया जा सक्रठा है, जबकि यह आश्का हो कि 
दो चर पास्म्परिक रूप में एक दूसरे को प्रभविद (70740) कर हहे हैं। उपर्युक्त उदाहरण 
में पद ८८८ अस्योन्यक्रिया' ([प्राध्३०॥०॥) पद है। 
(3) गुणोत्तर वक्र (0९07रधया८ एण्ट) 

छ्ज्4527 (8 20) 

इस एक के गुणोत्तर बक्र को दोनों ओर लघु (02) लेका, रेफीय प्रकार में रूपाम्तर 
कर लेते है, इस प्रकार रूपान्तरण को 'द्विस़्पी लघु रूपान्तरण' ((00000 08 एरथ्शर्भअण- 
70900॥) कहते है 

08 #<708 4 + 2708 #अबवा 08.0 6 +27०8, 

जिम्मको रैपाचित्र (83) में प्राफ पर व्यक्त किया गया है। इस रेखा का ठाल 2 के 
पपिक्ष 9 में प्रतिशत परिवर्तन व्यक्त करता है। अर्धाद्‌ ढाल 2 के परों में #चर की लोच 
है। 

< >०8 *, ४ >१०8 8, 9 5 8 तथा ॥/ >08 # एजने पर नवीन रेखीय 
प्रमीकाण 2 > 2 +/8॥/ हो जाता है, गिम्त पर न्यूततम वर्ग विधि के प्रयोग द्वार 8, ठथा 
#के आकलित मा ज्ञात किये जा सकते हैं। 

उदाहरण ३- रिम्पाकित आँकड़ों के लिये दिटो बक़् /४८ ४3४ के ब्राचलों का 
आकलन कीजिये 


आय (४) 450. 500 2,000. 2,000 
पुरुषों की सख्या जिनकी आय (से अधिक है 

80) 24,00.000.. 8.25 000 ॥,73,000. 35,500 
हल-- यहाँ (४5 27 


०8९ ४5०३७ 6“ णेण्ड 2 
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अथवा ४-८+ उडट 


यहाँ. #>०९७ २४, 6« 50890 4, 05 - ०, तथा 2-06 >ै 
न्यूनतम वर्ग विधि के अउुसार प्रसामान्य समीकएण है 


१०१ 402: 64224 
ड2/ *८5 24 


बाछित गणना निम्न साएणी में व्यक्त की गई है 


अं 2४. उचवाकों अन॑ग ग्् ह्र्नप 





50 4,00,000 27609 646]3 473537 3 37453 
500 8,25,000 269897 59645 7 28444 5 96832 
4,000 ,73,000 300000 5 23805 900000 5 7]45 
2,000 35,500 33003 45545 0 89679 5 02447 





]] 7609 2] 85208 3] 9660 60 08]47 





मान एखने पर, 
24 85208-4० +] 7609 8 
60 08477<47 776097 +37 976608 
हल के पर हम प्राप्त करते हैं है 
85-44, ८ 9402 
अस्ठु 57 47 तथा 4 विपरीत लघु & 5 2,52,36,00 000 






बल - था& (24९२ 





9 # ५ 
रेखाचित्र 5 3- आश्रित तथा स्वत यों में लघु समाभ्रवण 
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(4) चरघाताकीय पक्र (8फ्णानाएब (पर) 
१८ अधबा १5०८७ अथवा ए-८ः 
इस प्रकार के बक्ों का भी !0६ लेने पर रेखीय रूप हो जाता है 


]08॥0 7 >080 ८ +००८०३,७९.. अथवा ०६ १ "व कपडे 
अधवा डल्ब्र+ण्ढे, 
यहाँ <5॥02,0, ९, 65302,0० 


क्या 8६ ॥08/0 ९ 


यदि प्रतिदर्श में ४ के मान लगभग गुणोत्र श्रेणी में हो तथा ६ के मान समान्तर श्रेणी 
में हों तव चर घाताकी रूप का समीकरण मात्रा जा सकता है। 


एक समाश्रयण रेखा जिसमें आश्रित चए लघु गुणक रूप में हो, रेखाचित्र 8 4 में दर्शाई 
गई है। [08 ।/को ;-अक्ष पर तथा को .४अक्ष पर लिया गया है। 


/ 
मन 
+०१५४ "0३५३ 
। अमन 
॥ 
0. 
रेखाचित्र 8 4- आश्रित चर में लघु समाश्रपण 


है| $093 क्‍9९ ॥7ज5ड077शर07 * 
यह हमें ज्ञात होता है कि रूपान्तरण में केवल आश्रित चर का लपु लिया गया है, अत से 
आ्रिद चर लघु (० क्र ैच्कुलाएंटाए "णाटफ/८) स्पात्ताण भी कहा जाता है। 
यदि बक्र निमनाकित रूप में हो, १” « ४ + 6 08, ( तब इसे स्वदत्र चर लघु रूपान्तरण 
कह्मजाता है! 
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इस रेखा का ढाल 8,2 के प्रति इकाई परिवर्तन के फलम्बरूप १/में प्रतिशत परिवर्तन 
का माप हैं। उदाह्मणार्य, यदि १ -अक्ष 6४2 का 2285 तथा #- अक्ष ममय को मापता 
हो तब ढाल वृद्धि दर (प्रति इकाई समय के फलस्वरूप प्रतिशत परिवर्तन)[5 (७ छाण्ा। 
एरगंट [एथप्थाधए८ ढाब26 एच णए धग5) ० 00४7] प्रदर्शित कोगा। 


इसी प्रकार यदि क्सी समागश्रयण रेखा में म्वतनत्र चर 02 रूप में हो तब समाश्रयण 

रेखा का ढाल 5 में निरपेक्ष परिवर्तन तथा # में प्रतिशत परिवर्तन का अनुपात होगा। 

उदाहरणार्थ, यदि १ चा उपभोग व्यय तथा > चा आय को निरूपित करते हों तव खा 

ढाल उपभोग ब्यय में प्रत्याशित वृद्धि तया आय में प्रतिगत वृद्धि का अनुपात प्रदर्शित 
गा। 


(5) ब्युन्क्रम बक्र (९८७0०४ (एज५९६)* 
0 एच्७+क ३ र्< 
ख् 


7 
(प) 42/+ 0. 


५ 
(ए) ४००८ +68 ्ट 


इस प्रकार के वक्रों का आकलन करने हेतु सीधे न्यूनतम वर्ग विधि का उपयोग किया 
जा सकता है। जैसे 


(9) के लिये प्रसामान्‍्य समीकरण 
डच्ड (य्ए -ह 
३ 


को ८तथा 5 के सापेक्ष आशिक अवकलन करे पर प्राप्त हो जाती हैं 


95 8 
+- +0%-20.९2 (४ -००/-८) 
ग्ेण न | ५ 4 
085 2 2 _3 
2००5-2७: (४-०४? --- 
93 भ ( १! ) 


अर्थात्‌ ज22725, 5 ०:०८ + 752 
अरे - ब5.६+ह2--, 
है; श्र 


].. यदिवक्त | # ध +02 हो तब पहले रऊ टएककर उतद्ये रेखीद हए में लिखा गाहा है 


ड्न्छ+श्डे 
रत्पश्चात मानक विधि का उपयोग किया डाता है। 


9 


सामान्य रैखिक निदर्श 
(७शाशश्व /078व० १०१९६) 





मान लो, #ठथा अन्य » चरें ४, 2... , 3; में रैखिक सम्बन्ध है अत 
हम निम्न विदर्श पर विचार कर सकते हैं 
2270/3/, +/0825, #+ २5% (94) 
घज्क2, +6 
चूँकि १ के प्रेक्षित अथवा वाम्तविक मान तथा प्रागुक्त अथवा अ'कलित मान में अन्टर 
होता है जिसे व्ुट पद कहा जाता है अस्तु, निदर्श (9) भिन्न प्रकार लिखा जा सकते 


2, 5॥2,, कील्‍22, + _ +8.2, *(४५ (१२) 
पच्ए,2, ६ 
यहाँ 9 गरुषक तथा ४ बटन [जिडएएत00) के प्राचल अज्ञात हैं। इन अवात 
स्विरकों का आकलन ही हमारी समस्या है। 
(9 2) में # समीकरणों को आब्यूह रूप में निम्ल प्रकार प्रस्तुत किया जा सकता है। 
४-328#+0७ (93) 
यहाँ 
रह] 2 डर 
छ- यू 


7 + ड72.. 2०७ प्र 


८] अंक हम फ 
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ि प्र 
कि डि छः 2 
ि म 


विशेष रूप में, मान लो चए ३ का कोई विशिष्ट प्रेक्षित मात दो भागों से बना एक 
यादृच्छिक चर है 
#; 528 + पथ (94) 
35 ],2, ॥,7 
यहाँ &; 8 को व्यम्थित भाग तथा &; को याद्डच्छिक भाग कहा जा सकता है। 
व्यवस्थित भाग रैखिक सम्बन्ध द्वारा निर्धारित होता है तथा द्विदीय भाग थाद्ृच्छिक सघटक 
है, जिसको प्राय श्रुटि पद कहा जाता है, यह थ्रुटि रैखिक प्तम्बन्ध की मान्यता द्वारा उत्पन्न 
होती है, अर्थात्‌ हम यह मान लेते हैं कि चर्गों में रेखीय सम्बन्ध है, पएन्‍्तु वास्तविक मान 
तथा आकलित मान में सदैव अन्तर होता है। यदि कसी समीकरण में त्रुटि पद लिया गया 
हो तब वह प्म्ीकरण प्रसम्भाव्य (500098५90८) कहलाता है, अन्यथा यधातथ (2४8८) 
समीकरण कहा जाता है। 


व्यवस्थित संघटक के कुछ गुण (5076 ?कुटा८५ ् 06 $9ग्रध्याह्राठ 
(०ाफुणाध्या) 


यहाँ यह मान लिया जाता है कि 8गुणक स्थिरक हैं तथा प्रतिदर्श चयन करने के पश्चात्‌ 
च॒यं के प्रेक्षित मान म्थिर हैं, अर्थात्‌ 3, के मापन में कोई त्रुटि नहीं है। पसन्‍्तु भौतिक प्रयोगों 
के समान आर्थिक तथा व्यापारिक साध्यिकी में नियन्त्रित प्रयोग प्राय सम्भव नहीं हैं। अतएंव 
यह मान लिया जाता है कि >£ एक यादृच्छिक चर है तथा इसका अपना एक प्रायिकता 
बटन (70090॥0/ 0/8700007) है, परन्तु चर ६ हुटि पद &; स्वतन्त्र रूप से वटित 
है। अर्थात्‌ उनके मध्य सहसम्बन्ध नहीं है। इस मान्यतातुसार 8 के आक्लित मानों के कुछ 
गुण पर्वर्तित हो जाते है। विशिष्ट रूप से, अनभिनतता ((ग9985207८55) तथा सगतता 
(00055:८॥०)) जैसे गुणों को के मार्नो से, जो प्रतिदर्स में आये हैं, सशर्त निर्वचच करना 
चाहिये। 


ग्रुदि पद की मान्यवाएँ, (85५०॥एए0०7 एेल्ड्ग्रवताए8 हाण वध्या) 


जैसा कि हम अध्याय 7 तथा 8 में अध्ययन कर चुके हैं कि प्रायोगिक स्थितियों में बरुटियों 
के दो कारण हो सकते हैं (8) आश्रित चर 9 में मापत्र की ब्रुटियाँ तथा/ अथवा (8) 
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निदर्श के सही विनिर्देशन का अभाव। इस अध्याय में विचाययुक्त सिद्धान्तों की सम्पुष्टि हेतु 
शरुटि पद की कुछ मान्यताओं की सन्तुष्टि कजा आवश्यक है। 


() ब्रुटि पद एक यादृब्छिक चर है, मिसका सैद्धान्तिक म्राष्य ([#८0लापआ 
77६भा) ;/*0 तथा परिमित प्रस्तण [ग्रा।6 एथा॥0०) ०.7 है। अर्थात्‌, 
0) 5०४३,2, 8 
ठ्या 4(ए०)१७०:+% 
यहाँ 0 एक # » / क्रम का स्तम्प सदिश (00० २८८०7) तथा ए! एक | 
क्रम का पक्ति सदिश (097 ४८९८(०४) है तथा गुशनफल (/(/'एक #कक्रम का सामित 
($/गशँ८) आबख्यूह है। अर्थात्‌, 
£(४/7) है (72) 5(४/४,) 
50०75 89४8)... 8 ४०२ 8॥724,) 


#(४४)).. 8६,2) 80४५2) 


(95) 

ण्््० 9 

9 ० 9. ०4, 

9 09 4 

| रत 

0 4 9 

यहा /॥,5 
है?" 5 (४  ध फ्ज्वा 


8 (6/)ल्‍7 का आशय यह है कि प्रत्येक ६; का प्रसरण समान है। प्रसरण समान 
होने के गुण को समविचालिता (स्रणा॥050६08५॥०0/) काते हैं। 

(2) ब्रृटि पद ॥॥ के प्रतिदर्श मूल्य ८०/,2, ,ह म्वत्नत्र रूप से बटित हैं। अर्थाद्‌ 
॥युग्माठुसार असहसम्बन्धित हैं। अर्थात्‌ 

प्रप,)0, प्र 

मैसाक्रि उपर्युक्त आख्यूह में व्यक्त किया गया है। आव्यूह (9 5) को प्रह्तरण सहप्रसाण 
आव्यूह [५शञा8९८ 00एशाधा०८ १/बधए) कहा जाता है। 
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यदि ॥६ तथा ८५ असहसम्बन्धित ([८०८४८००) नहीं हैं। अर्थात्‌ यदि #% 
८५) # 0, वो बरुटियों को मव सहसम्बन्धित (60000"7०320) अथवा कभी-कभी क्रमिक: 
प्तहसम्बन्धित ($धशाशा ५ ८णाटआ८6१) कहा जाता है। 

(3) 2; एक निश्चित सलयाओं का समुच्चय है, अर्थात्‌ विभिन्न प्रतिदर्शों में # के 
मान का परिवर्तन ७ के मान में परिवर्तन है तथा आकलर्को के गुण व परीक्षण >£ पर आधारित 
है। 

(4) &की कोटि /<क है। अर्थात्‌ प्रेक्षणों की सख्या प्राचलों की सख्या से अधिक 
अथवा बराबर है तथा .४. चरों में कोई ऐैखिक सम्बन्ध नहीं हैं। 

(5) प्रत्येक त्रुटि पद का बटन प्रसामान्य है, यह मान्यतां सदैव आवश्यक नहीं है। 
वह मान्यता केवल परिकल्पनाओं के परीक्षण को लघु आकार के प्रतिदर्शों के लिये विधिस्तगठ 
(५श॥०१) होना निश्चित करती है। वृद्धाकार के प्रतिदर्शों के लिये केन्द्रीय सीमा प्रम्ेय' 
[0७४एथ | 0००:८७१) लापू हो जाती है। 
है, के सरल न्थुनतम वर्ग आकलक (50राफ8 [.,085:-$40९५ एश्माप्राशण$ ० $ 
59.5) 

मान्यता () के कारण न्यूनतम वर्ग आकलन “अनाभिनत आकलन" [एत्र985०6 
&850772/०8) है। यदि मान्यता (2) की भी पूर्ति होती हो तब न्यय॒तम बर्ग आकलन 'दक्ष 
आकलन (8॥0वा 580॥069) हैं न्यूनतम वर्ग आकलक सर्वोत्तम रैखिक अनभिवद 
आकलक (8८50 ॥एट्था 7935८० ८5ध॥॥8०:5 अथवा पछा,ए) हैं। अर्थात्‌ समम्त 
'एखिक अनभिनत आए्लनों में 8 का प्रसरण न्यूनतम है। रैखिक आकलन प्रेश्षित मानों ॥,, 

१५, ४, केरैखिक फलन होते हैं। 

प्रमेघ- (8: का सर्वोत्तम रेखिक अवभिनत आकलक है। 

उपपत्ति- मान लो 8 <8,, /2, ./8) 8 के आकलनों का एक स्तम्भ सदिश है, 
तब हम आकलित चर ४ का मान इस प्रकार व्यक्त कर सकते हैं, 

३3० + (96) 
जबकि वास्तविक निदर्श निम्न ब्रकाए है। 
353५. 
&6/से अवरेषों के वर्गों का योग 
रा ८०० 
ड्ख्य 
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ब् (२, ) (१-5) 
* चप-ह ४7 - ४०5+82 79 
57१7-28) +/#2«5 (97) 
वहाँ 8४% एक अदिश है तथा अपने पश्चान्तरण ([727$905८) ४7१ के दशावर 
हैं। 8 का वह मान निकालने के लिये जो कि अवशेषों के धर्गों के योग को न्यूमतम करता 
है, (97) को 8 के सापेक्ष अवकलित करके आशिक अवकलज को शूत्य के वंग़वर एसने 
प९ प्राप्त होता है, 


| #-20%+22:%99-० 


अथवा न455<%7 
अथवा #"-2%22/ 98) 
(9 7) न्यूटतम बर्ग आकलकों का आपाण्धूत तथ्य है।' 
597.$आकलक (6)के गुण निम्नाकित हैं 
(॥) रैफ़िकता (प्राव्या0) 
हम प्राप्न है, 
#5(2727 27 
का मान रखने पर 


85287 % (४*० 
5 (४०९॥ | (४४) + (४४५) | ह० 
न + (५) १५ 
यहाँ (४४) (४2) 5 4, (एक आज्यूह) 
अत 8 अज्ञात 8 तथा विश्लोम पर्दों [050009%0६ धा।$।] ण, ७०, पक 
करा एकघातीयफलन [[जध्श णिपयाणा) है। 


(99) 


| प्रमीकरण (9 7) स्तम्भ सदिश है परन्तु वैकल्पिक रूप से यदि हम 
ु >-2#72+2677%*० 


अथवा # 5 77४ (४०07 
लिखते तो पक्ति सदिश प्राप्त होता। 
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(2) अनामिनदता ([एं70:256725६) 
58258 
अर्थात्‌ 8, 8का एक अनाभिनत आकलऊ है। 
त्रुटि पद की मल्यठा (3) के अदुसत् विभिन्न प्रतिव्शों के लिये ब्य मल स्डिर 
है। पल प्रतिदर्श ४; के एक दिमिन्न समुच्चय की रचना क्र्ेया। 
अम्ठु, विभिन्न #सदिश होगि। 
समीकरण (90५) से 
#(6)25+(४०07 २7०० ( _ >्विर है। 
अथवा 248/58 & ड४2)2* 0 (90) 
(3) ५० (5)-छठम है। 
अद £5[6-8) (8-8)7 
28/67/4247 ,-8222-22 -58/-806,-5/ 
56ल्‍2-2206/-6/026 >-+#27 86 2-0)/6/-%) 
45,-%5%)6 /-8,0:256,-65,) (8 2-/)22,-5,) 
(9 4) 
यहाँ 28,-8./ >#8,वा प्रसतय (एकाप्दाग-ट ०8), 7९ 7,2, ..... 7 
ठदा 2(8,-8) 58) 5 हैं ;टवा &को सह्प्त्त्ण 
((०४४०८४४००७ ० 8०00 £,) 
इस प्रसरण ठया सह्द्रमरण आव्यूह को हम ७४६ ) द्वाय ठिरफिट करते हैं, 
अत 
एव) 5ख(6-86-57 बम 27 
धुन; समीकरण (99) से 
#-ी5(<० 2 
ज़्हमाजर) डाएड आड़) (तिवम (4८05 224 *से ) 
>> >&507 2४४7 2:77 
>((>7 > तय, २ (४०) ( //४०१०१, 
हि? 88 /.%.* - 9 3) 


ःहा 
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हमें ज्ञात है कि आव्यूह (६-४) ? के मुख्य विकर्ण के वें पद को ०2, से गुणा के 
पर #, का प्रसण ज्ञत क्शि जा सकता है। 


यह सिद्ध कले के लिये कि 95) न्यूनतम है, मान लो, निम्न प्रकार परिभागित 


#कोई स्वेच्छा आकलक है 
२20 #'+2५ (9 4) 
यहाँ 8 हथा 6 का अन्तर 22)/है दया #रैखिक तथा अनभिमत आकलक है। (9 |4) 
में #का मान रखने पर 
'(&+07 27 +9॥08+०) 


अधवा ४|.४:४)7४१७ + 998 (8 20 (४+2५ 
अथवा 9 2/9+ (४.2) #४+8४] (95) 
अत &8/4#99+(5:07 &' ६४] +#्प 


389/ 2४)505पा 2४ < 0) 


अतर्व 8, अनभिमत आकलक तब ही होगा जबकि /2४-0 
का प्रसरण-सहप्रमरण आव्यूद निम्त प्रकार प्रस्तुत किया जा सकता है। 


यहाँ 
अतएव 


॥४8/-5 &(/5-80/5-87 

8-ी5 (29) ४ + 4४ [26 5 से] 
५ ४)-४#[((:४0” (४४ + 20(४५) ४ 
-+भप)7 


ड्((2) 7 2+8)27 (७७) ४५६) 
> (६707 &+8580%//4:%07 42/+2४) 


ड न, 
(52४)+७०0 802 20 (8५887 
<04, [90 +887 

48258: 5० (96) 


यहाँ 58 'एक वर्ग होने के फलम्बरूप घनात्मक है। अम्तु, 


अथवा 


2८0057(8/ + एक घरात्मक मान 
ए(6)< ४॥०) (9]7) 
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सार्थकता परीक्षण तथा विश्वास्यता अन्तराल [छ्ला॥८80८2 प्र८७७ शाह 
(०0 टजटट ताटाओ५) 

सार्थकता प्मैक्षण तथा विश्वाम्यता अन्तराल के लिये हम मान लेते हैं कि ४; माष्य 
0वथा प्रसरण ०7 /, सहित प्रसामान्य रूप से बटित है, जिसको प्रतीत रूप में निम्न प्रकर प्रस्तुत 
रिया जा सकता है, 





४; -2४([0० 4,] (98] 
7.2, ,ध 
अतठएव ४ आकर के यादृच्छिक प्रतिदर्श के लिये सम्भाविता फलन इस प्रकार है, 
4 ७2 न्प्रप्ा 
पड वध? 
ख्र्प्णे..  उ्े 
>_ __ «2 >0-28) 
कर्मों. तिी- उठ 


इस सम्भाविता फलन को 8 के सापेक्ष महत्तम कला, (7-2(8)' (४-29) को 
न्यूनतम करने के बराबर है। अस्तु 8 के मह्तम सम्भाविता आऊलन (७एएरण7 
प्रा:७७४००० ८६02५) तथा न्यूनतम वर्ग विधि द्वारा प्राप्त आकलक एक समान है। 

#58+(%0 5४ 

द्वारा ज्ञात होता है कि प्रत्येक आकलन /;,, $ तथा ४ के रैखिक फलन का योग है, 
जिसका बटन बहुचर प्रसामान्य बटन है इस प्रकार 8 का बटन प्रसामान्य बटन है जिसका 
माध्यम /& तथा प्रसरण ०, 07 हैं, यहाँ 2,, आव्यूह (४2) ' के मुख्य विकर्ण का । वाँ 
पद है। 


अत 8जिसका बटन बहुचर प्रसामान्य बटन है। 
अर्थात्‌ 8-72४8 ० (४507 (99) 


यदि ० का मान ज्ञात हो तब हम # के लिये सार्थकता परीक्षण तथा विश्वास्यता 
अन्तराल सामान्य विधि द्वार ज्ञात कर सकते हैं। 


यदि ८? का मान अज्ञात हो, तब इसको लाम्बिक आव्यूह (0फ्रण्ट्टणाओं 
प्रा०४7५.) द्वारा परिकलित किया जा सकता है। 


ज्ञात है, 
€्ल ;- 
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# (297%)-37(2:0) २] 
ज जि2+7)-- (२४५) २ 09/४)7 
>2#ब-(७४ ५) (४: 2# 28-2४ (४27 # ४ 
न्प-(22) # ५ (9 20) 
>4ैए,. यहाँ 4560,-20%) 7 
जो एक स्ममित बर्गसमर आव्यूह' ($,शशत्र० ॥00070श ६ )(श0५) है 
अर्थात्‌ 
4 “54 तथा 4:4547 «4 आदि 
अतए्व॒. ९८ (47) (4प्र5 74 पर प्र4% 
अथवा. ८८5४ -४॥०४०) (ह7४ 92] 
दोर्नों तप प्रत्याशित [७६७००९०) मान लेने पर, 
साल्ग्च्शब ३ (४272 बाग 
>2(४४) (,-४ (४: 27 
04 (-5 (४५0 27 
+0 6 7-॥ (((४००/ 277 
>ती 4 (४०507 (४५0) 
< (ा-7) 7 
यहाँ. ;,>मुख्य विकर्ण के अवय्ों का योग 
चुँकि प्रसरण-सहप्रसरण आव्यूह पद मुख्य विकर्ण में दिये होते हैं, अत तेत्समक 
आव्यूह (02॥9 ४8075) ॥, के मुख्य विकर्ण के पर्दों का योग ॥/०॥ होगा और 
इसके अतिरिक्त (४22)” (४.४) आब्यूह के मुख्य विकर्ण के पदों का योग | के बराबर 
होगा, क्योकि (2४ :४) का क्रम (0७0०) 9 है, ताकि 
2)" (2 :४)-4, तथा इस प्रकार ॥/, 5 
(2) से 


[9 22) 


व अच-2/072) 2 
मा हर आओ (/ $# 6 8४ 404 
तथा 547 5 ((,-2/2:2 2 77,-2/५0 %7 
च,>ख/20 2 22:07 2७०7 ५7 
चले 202" 


४५०० ४ 
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34 85 
तट 


अस्तु3 8 - व का बटन काई-वर्ग बटन है, जिसकी स्वातन्नय कोटि! (#-9) हैं। 


बटन की परिभाषा के अनुसाए, 
29८5 
कर) /#-?ो २ 


का बटन एक ४ बेटन है, जिसकी स्वातख्य कोटि (४-./ है, यहाँ 6, आव्यूह 
(४१४) 'के विकर्ण का ४ वा पद है। (8 के सन्दर्भ में परिकल्पना का परीक्षण करे के लिये ($ का 
परिक्िल्पित मान रखते हैं, तया यदि # का परिकलित मात्र उचित क्रान्तिक क्षेत्र (00॥०थ 
7८९07) में आता तब 4/, परिकल्पना को निरस्त कर देते हैं। 


40 


स्वसहसम्बन्ध तथा सामान्वीकृत न्यूनतम वर्ग निदर्श 
(500९07थेव्वांणा भाप ठदाशशॉपटस्त ॥,0९8५ 
50॥7965 (0.8) १४०४९४७५) 





पूर्व अध्याय में यह अध्ययन कर चुके है कि श्कघाती प्रमाश्रयण समीकरण, 
॥5/७+ए (0 ) 
में ब्रुटि पद ६ के सम्बन्ध में कुछ मान्यताएँ निर्धारित की जाती हैं, जिनमें से दो मुख्य 
मिम्माकित हैं 
मान्यता (।) प्रत्येक त्रुटि पद ६, का प्रप्तण 6 के बराबर है। 


मान्यता (2) जुटि एद &, के प्रतिदर्श मान स्वतन्त्र (रूप से बटित है, अर्थात्‌ ४, 
मुममानुसार असहसम्बन्धित हैं। 

यदि बरुटि पद मान्यता (7) का पालन नहीं करता है, तब उन यर्दों को 
विषमप्रविदाली (7९८८९०४०८०५५७०) कहते हैं। यदि मान्यता (2) का पालन नहीं होता 
है तब ब्रुटि पर्दों को स्वसहसध्यन्धित (8/0८07८४(८१) अथवा क्रमिक सहसम्दन्यित 
कहा जाता है। यदि इनमें किसी भी एक मान्यता की उपेक्षा की जाती है तब सरल स्यूनतम 
वर्ग आकलन विधि (57.5) तथा सार्थकता परीक्षण (जिनका अध्ययम पूर्व अध्याय में किया 
गया धा) व्यापक रूप से विधि सगत नहीं रह पाते। अत जब इन म्रान्यताओं की उपेक्षा 
हो रही हो हव सामान्यीकृत न्यूनतम वर्ग विधि द्वारा दक्ष तथा अनभिनत आकलन नहीं मिल 
सकते, जिसके कारण हमें सशोधित ठथा रूपान्दरित आकलन विधियों का प्रयोग कला 
आवशयक होता है। 

स्वतहसम्बन्ध 
[8०० 0०॥८ंगरा०्) 

जब ब्रुटि पद अथवा काल श्रेणी के पद पारस्परिक रूप में स्वतंत्र नहीं माने जा सकते, 
तब क्रमागत पर्दों के मध्य आग्रिता का परीक्षण। अनेक विधियों ट्वात किया जाता है, जिनमें 
एक महत्त्वपूर्ण विधि स्वसहसम्वन्ध है। त्रुटि पदों में स्वसहसम्दन्ध होने के विभिन्न कारण हो 
सकते हैं। उदाहरणार्थ, प्रत्याशित निदर्श दया वितरित पश्चता विनिर्देशन ([90700/5० ॥0/8 
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87००९४075) दी स्थिति में, यद्यपि सैद्धान्तिक निदर्श में ब्रुदियाँ पारम्परिक रूप में स्वतत् 
हो सकती हैं, तथापि आकलित समीका्ण में स्वतन्त्र नहीं हो सकतीं। बाल-श्रेणी समककों 
में किसी समय विशेष की ब्रुटियों विगत समयादधि की ब्रुटियों पर आश्रित हो सकती हैं। 
त्रुटि पर्दों में स्वसहसम्बन्ध है अथवा नहीं इसको कसी प्रकार ज्ञात किया जाये? इसवी एक 
विधि अवशेषों वी प्रकृति का अप्ययन करा है। समाश्रयण रेखा द्वाप प्राप्त अवर्ेर्षों के प्रकीर्ण 
आरेख को देखकर इसकी उपस्थिति का अनुपात सरलतापूर्वक लगाया जा मकता है। याद 
अबगेषों को कसी विशेष आकृति का अनुसरण करने पर ब्रुटि पर्दो के मध्य स्वमह्सम्बन्ध 
अथवा क्रमिक सहसस्वन्ध थे होने वी सम्धावना है। उदाहरपार्व रेखा चित्र 04 में समाग्रदण 
रखा द्वारा अवशेर्षो की आकृति चक्रीय है। 






4 
सर #6०0 8) 


रेखाचित्र 70 4- अधपशोर्षों की चक्रीय आकृति 


रैखाचित्र 02 में अवशेषों बी आकृति दोलायमान (052॥9778) हैं, जहाँ कि 
प्रनात्मक के पश्चात्‌ ऋणात्मक तथा ऋषात्मक के पश्चात धनात्मक._ अबगशेष आते हैं। 
इन दोनों स्थितियों में ब्रुटि पदों में व्वसहसम्वन्ध का आभास मिलता है। 
(पतला 


ढ 2 
“(22 
2646० (४2 


रेखाचित्र 0 2- देझ्ायमान अवशेष 


महा स्वमहमस्व्य तवा ध्पाम्यकृत थूनतमर वर्ष विद 
03233 हब “के सजग पक तरफ आम ६: के (2: 
स्वमसम्बन्ध वा द्विटेद ऋरप कछ चर का दिलाप काग्र भी हो कक्‍्ता है। हूटए 
कार सदझपात समाकरा का उचित विविर्कीय नहीं हा भी हो पक्‍ता है, उदाहरण, 
हम दे चर्गे के मध्य उन्दन्ध को एक घर्तयनन लें, पान्तु वास्तव में ये सम्बन्ध एक घ/लय 
ने हक ्विगलीर (0:४०४0727८) हो। मारन की बुटिणें के परिएरम्वरूप भी स्वसह्सम्दन्य 
है सकता हैं। 


क्सि' श्रार के पदों का उत्त श्रेन के निश्चित समय अन्ट्याल के पूर्व-पदों क मष्य 
का सहसन्वन्ध शत परचटा (08) अदवा समम्तरल [ए८त००) का म्वसहसस्वन्ध कहा 
जाटा है। उदाहरार्य, श्रेती ४, ४. ४७ ५, ०, मर पर; टथा :, , का सहसन्दन्ध 
7 पर्चा स्वप्तहसम्दन्ध ७ कहलाेगा। यहाँ ४+4, :+2,.. # टवा / <॥। अतझव स्वष्ट 
है कि । पश्चता का स्वमहसम्बन्ध परिकलित के में केवत (#-/) प्रेज्नाप है प्रदुक्त क्यि 
जाते हैं। 

यदि हुटि पर ४; दृट्ि पर &; / से उिल्त एक घालीद समीकरण के कप में सम्बन्धित 
हो हब यह सम्बन्ध प्रथम क्रम का डिक व्वसत्सम्वन्धों कहा जाठा है 

म६ 5 एव, (46 752, 8 (02) 

वहीं 6 एक व्थियक है, जिसको स्वसह्सम्वन्ध गुणाक कहा जाटा है। ६, बरुटि पद है। 
सर्मीकरा (02) को 'प्रथय क्रम स्वसनाश्रदा पद्धतिं' [छ50 णएंद दथ्टाध्डप्रए्ट ता 
(७7४०५ ६८४९०१७) कहा जाता है। गुणऋ 0 पमत्मक अथवा ऋषत्मक कुछ भी हो संकट 
है। यदि 6 क्रपात्मक है टव बुटियाँ ४; घनात्मक ठया ऋण त्मक मार्तो के मध्य देलन करती 
हैं ठया उनमें क्रागत्मक प्रदम क्रम का स्वन्नह्पनम्वेन्ध! है यदि 6 घनात्मक है हब बुटियों 
का सथ्वन्ध 'धतात्पक प्रवम क्रम का सहसम्द्थ' का जाता है। ददि 9 का निरेध मात 
एक से अधिक है, ठव बुट्धि में समंद के साथ-साव॑ वृद्धि होती खेगी। इस प्रकर के 
स्वस्नहप्तस्वन्ध वाली आर्थिक थ्रेगी स्वाभाविक रूप से अस्यिर होटी। 


मात लो समीकरण (0 2) में ७ का पत्र जव है (द्यरि अहायी पृष्टों में हम 6 
का अ'क्लन करेंगे) टया बुटि प६ ६, तिल आधपमूते मान्यताओं का पालन करती है 
8६३5० 
5&(५८.,) 5 ० ददि 55 0 (0 3) 
50 यदि 5&0 


स्वसहसम्वन्य का प्रभाव (०८४ ० 4०१0-(०६८७४०४) 


मान तो, 
अचीयम्ण 
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एक समश्रयण निदर्श है, यहा &, प्रथम क्रम की स्वसमाग्रयण पद्धति का पालन करता 


है। अर्थात्‌ 


छ.50: नद 
यहा (02< ।अथबा - 7<0<37 (0 4) 
आ६2509 
बा) लगा ह7,2, 
म(डढऔ2वत90 2 
चूंकि 2५5 6०५ ++६ 0) 
४, ।5 67 274 । [४) 


समीकगण (]) में ४, , का मान एखने पर, 
मय, 7 ९(0:५ 2+९, 22+4 
+ (7 2704, ++९ 
> हैं (60; ,+६-20+0 (९५; 2+4 +2+% 
+ (४; 3+€₹74 2+९4 ++६ 
अथवा प, 5 ८,+ए६ ।+0८, 2+ (05) 


प्फ्‌ 
> गए, 
750 
8(०) > &5(०)+९ (० ॥)+05 (०८)+ 


50... ( &%&(०)5० 
(06) 
जिसका अर्थ यह हुआ कि प्रकल्पना £(४,)-0 स्वसहसम्बन्ध की स्थिति में भी 
अपरसिवर्तित रहती है। 
समीकरण ((0 4) में दोनों ओर का वर्ग लेने पर, 
प्र दि ८, 7 डा -2एदद गा 
दोनों ओए प्रत्याशित भा लेने वर, 
2 च2र्ट)+ए 8, (27ए*र्ट, (2+ 
[ वच्च गुणा पर्दों के प्रत्याशित मान शून्य हैं, मान्यता के 
अउुसार,) 
> वीट+ए००+एलै+ [ अलग) 
>तीट((+ए+6+ 


69 स्वसहसम्बन्य तथा सामान्यीजृत न्यूनतम वर्ग निर्ा 
अननननन 3-9 >-+-+ न न++ 3 ०-+००२००-२०३--०७--०-०- ०००. 


3 ल 
अप्रवा.. ०, नजर (07) 
(06) से यदि ०, स्थिर है तब &, भी स्थिर है, अर्धाद्‌ समविचालिता 


(प०ा$0९१७५॥८॥५) की मान्यता का भी पालन होता है। 


अब, 29४ ,)5८०५॥॥० /)ल्‍० तथा ॥, | को सह प्रसरण 
बह [(६+९६ (+* 2+7)६ /+₹६ 274 2 
न्क((६+९)६ /+9६ 2+4))६ /+ए94 :+( ६ 3२42] 
ज्छ[6६(६ /+ए६ 2+(८६ 2+7)7 
+(हिं4 +#04 2+47 
*(2+08/6 /+(६.>+7) (प्रान्थताबुंसार) 
(8॑, (+(८, 2+ए“थ॑, >. 2+धूत्य मात बाले पद 
(रगलपॉधएम+ 


पं 
बरस (समीकरण ॥0 6 से) 


/्श् 


इसी प्रका.. 8५.०७ 2) ०, 
तथा सामान्यत , 2(७:४; ।)-(० प्ख्0 


8५, / _ (०७ (४४ ॥/ ग 
अथवा मन ड/ ००777 

5४ हा ऋषण (2) 
यदि /« 0तो ( «7 


अर्थात्‌ शून्य पश्चता का स्वसहसम्बन्ध सदैद एक होता है तथा याटृच्छिक थ्रेणी के लिये 
उच्च क्रम का प्रत्येक गुणाक शूत्य होगा। 

समीकरण (0 7) ४- श्रेणी के मध्य, । परचता का स्वसहसम्मन्ध गुणाक परिभाषित 
करता है। अर्थात्‌ €* € 

जबकि 0,* / पश्चता का स्वसहसंम्बन्ध है। 
साल न्यूनतम धर्ग आकलक 5 फे गुणों पर स्वसहसम्बन्ध का प्रभाव ([0एथाा।८5 
ण॑ शागएं५ [,ध१७-$प्ृणथ० फशापभण $ थी ऐ शिष्श्घाप्ड ण हैए० 
(णार्टआ०ण) 

यदि हम स्वसहसम्जन्ध के विधमाद एते हुए सरल न्यूनतम बर्गे विधि (8/.5) का 
प्रयोग करते हैं तव निम्नाकित तीन मुख्य परिणाम (005०५७८४०८७) हो सकते हैं 
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(।) यदि बरुटि पर्दों में क्रमिक सहसम्बन्ध हो तव साधारण न्यूनतम वर्य आकलक 
8 अनभिनत हो सकता है, परन्तु इसका प्रसरण न्यूनतम नहीं होगा। क्योंकि ग्रॉस-मार्कोब 
(07०055-)४०7%0४) प्रमेय के अनुप्तार सरल न्यूनतम वर्ग आऊलक उस अयस्‍्धा में ही 
न्यूनतम प्रसरणयुक्त अनभिनत आकलक हो सकते हैं, जबकि त्रुटि पद पारस्परिक रूप से 
स्वतन्त्र तथा प्रत्येक प्रेक्षण के लिये उनका प्रसरण समान हो। उदाहरणार्य, 


5 ठ+900+7, 
यहाँ ६, की म्वसमाश्रयणता का अध्ययन करंगे। 8 के सरल न्यूनतम वर्ग आकलक 5 
को निम्न प्रकार प्र्दुत किया ज्य सकता है। 
ह8रे0-200:-१ 
50-२० 
अथवा (सरलता हेठु) 


5. थी 
हज 


दर 


यहा उपज 
४४-५४ 
>2-४(2६ + ८५ 
जय 
जग्टिय अभय; 
का. 39 


स््प्प 
जे 





अथवा #5# () 


अत 5858 (यदि £(६)5 0 


अब यदि 8 को अनभिनद आकलक मान लिया जाये तब इसका प्रसरण निम्त प्रकार 
ज्ञात किया जा सकता है। 


एक 6) 5 5/#-9 
न हाल 3 [()से] 


“पं 


ल्र्जाः डाजड४ओँ 
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धल्ल्चा+२२३+-+२++२++-+ नर चअ३ ३ ०म+++++- 3 - 


ल््छ्ः 825%2“+255%, ६ /४, / 
42507, २0६ 2+. ) 


ञ् (गैउदॉ+%कर.5०ऊ ( +कॉग 5:5० 





ञ्र 
+ 7 
<_ ८ 7 8 ही 2... 
हक टिक एज 


इस प्रकार हम देखते है कि स्वसहसम्बन्ध की स्थिति में ७४ (8) पूर्व मान से भिन्न 
है। अत हम्न कह सकते हैं कि स्वमहस्मम्बन्ध की स्थिति में सरल न्यूगतम वर्ग आकलक 
दक्ष आकलक नहीं है। 

(2) ५भ (8) के मान में परिवर्तन के परिणामम्बरूप एक घातीय समाश्रपण निरर्श 
हेतु +- परीक्षण आदि के सूत्र विधि सगत नहीं रह पाते। 

(3) इन सरल न्यूनतम वर्ग (57.5) के सूत्रों द्वारा किये गये पूर्वानुप्रान 
(?7600007) भी दक्ष नहीं होगे। 

# के सामान्वीकृत न्यूनतम वर्ग (0.५) आकलक 
(0लाल्ाथा5०१ [९३५ $५०४४९३ (0.5) 850॥8/07$ ०६ 0) 

सप्‌ 934 में ऐटकिन (#॥॥थ॥) ने विषय प्रविचालिता अथवा स्वतनम्बन्पित बुदियों के 
विद्यमान रहने की स्थिति में सामन्यीकृत न्यूनतम वर्ग विधि का प्रतिपादब किया तथा बाप्मैन' 
(82987790॥) ने सामान्यीकृत न्यूनतम वर्ग आकलकों के उपगामी बटनों (40)४0000 
05079000778) के गुर्णों का झुत्नादर किया) 

स्वसहसम्बन्ध की स्थिति में प्राचलों के आकलन की न्यूगतम्र वा विधि को 
सामान्यीकृत न्यूनतम वर्ग विधि (07.5) तथा इसके द्वारा प्राप्त आकलको को प्राय 'ऐदकिन 
आकलक' (8/0:०7 887३/05) कह जाता है। सामान्यीकृत न्यूजतम वर्ग विधि का 
प्रयोग अनेक स्वतंत्र चरों की स्थिति में भी दिया जा सकता है। अत हम यहाँ सामान्य 
स्थिति पर ही आव्यूह के रूप में विचार करते हैं। 

गप लो सणात्रपण पर्स, 
#२8+0० (0 9) 
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है। यहों 


3; हैं 22/. 4 
पतन ४2 # 2. 322 २० 
५ 2 ड>.. >9%5 
] छ 
री 2. «5 छ्छ 
्ि छ 
यहाँ मान्यतपुसार, 
<&9)50 
तथा 2(0०)5७ | (0 0) 


यहाँ “विक्षोभ पद बी प्रसरण-सहय्रत्ततण आव्यूह है। ;/एफ व्युत्क्मणय आव्यूह है। 
यदि विक्षोम पद (४) प्रथम क्रम के म्वत्तमात्रयण का पालन करता हो तब प्रसरण-सा््रतरण 
आव्यूह |/को निम्नाकित रूप में व्यक्त किया जा सकता है 


7. ०0 ४७ ९! 
छण 89 7 ७ हा 
07४5६ 6६-05 र 


यहाँ 6 म्वत्तध्सम्बन्ध गुण्यक है। अर्थात्‌ विक्ञोम पद (/ निम्ताकित सम्बन्ध का 
अनुसरण करता है 
एल्‍ए०,+ ८ (30 4) 
यहाँ ८ ट्वंटि पद है जो न दो विषय प्रयिचाली है और न ही स्वसहसम्बन्धित है इसके 
द्वाग 8(0/7)5०.2, 5(0/?)5०. झादि प्राप्त छोता है हवा (0, 0, ,)-६ ०, प्रसरण 
आन्यूह [५8॥89806-00५५४०7०६ १४४77.) मुद्य विकर्ण के पद प्रसरण हैं और अन्य 
समस्त पद सहप्रस्ण को व्यक्त करते हैं। 
स्ामान्यीकृत न्यूनतम दर्ग दिधि में दिक्ोभध पद (/, को म्वसहसम्दन्ध 6 ठथां त्रुटि 
पद ८, (जो कि पाएस्परिक रूप में स्वतत्र हैं) से रूपान्तरित कर लिया जाता है। उदाहरणार्थ, 
7-(2+ (९०, +<६.) 


तथा पुत्र नदीन निर्दर्श पर सापारण न्यूनतमवर्ग विषि (57.5) को प्रयुक्त बरके £ के 
सर्वश्रेष्ठ रखीय अनभितत आकलक (3.72) 8 ह्ात च्यि जाते हैं। अर्थात्‌ निर्द्श के विश्ोप 


473 स्वसनहमम्बन्ध तथा धामान्यौकृत न्यूपतम वर्ग दिदर्श 
नल-++त-_++ाा. 


पद (जो कि स्व-सम्बन्धित हैं) नदीन श्रुटि पद ( जो कि स्वसहस्तम्बन्धित नहीं हैं) द्वार 
स्थानातरिद कर दिये जाते हैं। इस विधि द्वाण प्राप्त आकलकों को ज्ञामान्दीकृत न्यूनतम वर्ग 
आकलक कहदे हैं तथा & से निरूपित करते है। समीकरण (0 8) द्वारा प्रवत्त & में 
निम्माक्षित तीन गुण होने चाहिये 

(/ # रेखीय आकलक है। 

(70). 8" एक अनभिनत आकलक है। 

(छा) 9' एक सर्वश्रेष्ठ आकलक है। 

अब निम्नाकित रूपान्तरण पर विचार कीजिये 

१५ (0 2) 

यहाँ 4,/?» 9 क्रम का आव्यूह है तथा 8का एक्पातीय आकलक है जो कि )/के 
मानों में एकपातीय है। अब हम उपर्युक्त गुणों को सिद्ध करते हैं। 

() 9', 8 का एकघातीय आकलक है 


ज्ञत है, 85427 
>(५+४) 
4#295+ 4७ 
अत 6, प्राचल 8तथा विक्षोम पद (का एक्घातीय फलन है। 
(४) 8 ,१ का अनभिनत आकलक हैं 
प्राप्त है, 7549-40 (0 ]3) 
&(8 5 608 ( 5(0)50, मा लिया यदा है) 
पी (यदि और कैदल यदि 432«4) 
इस प्रकार 8,8का अनभिनत आकलक है। 
(७) $ , 8 का सर्वश्रेष्ठ आकलक है। 
ह को सर्वश्रेष्ठ आकलक तव मात्रा ज'ता है जबकि उसका ड्रसर॒ण अत्य आकलकों 
की तुलना में न्यनतम हो। 8 का प्रस॒रण-सहप्रसरण आव्यूह निम्न प्रकर है 
४67/5&7-8/08-87 
पल्तु 8 *4754009+0७) 


न /ने5+47(/ 
ड्स्तिए पिहें 4४-४7, मार लिया गया) 


अधवबा #जची9 
अस्तु, 
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ण/8) 5 (4०/4०/48०7 
240० 0:५० 
>8(0:4:409) ( 'सममित आव्यूह) (0 |4) 
4,277 # # क्रम का आब्यूह है, ,4 ,4,#>% क्रम का मममित आव्यूह है। मानलो, 
#ैंल करत, +7 


इस प्रकाश, 03:40 


॥१ !2.. !!# क्र 
न्पप्फप्फ् प्यार... आए ४22. ##% पड 
॥9,/ ४५2. #८ प्र 


# ४:८८ +४220/+. +०,,६,. २ 
+20/20/प2%._ +2%/॥॥7५+ 
+2% 4१; पक 
तथा 


प्र धमए. 7/% 
काश भछ 
4 4एए* प्सप/ध>. ४20५ 
#क्ा 2. ८ 
प्च्ध। ध्प 2. 7 


अत #(4:40075४/,%//+४०2४:7+. +#छ&पक 

+2॥#/20/02+. +2#/,7/7,+ 

4209 /#%/५ 
जन 4 450 

अत. &#४:4"40) 525 (4“4एए7 

44 4श्ाएण्ा 

>4(4 4५). यहाँ -(००१ 5 श्माचदाुसार 
इस प्रकार समीकरण (9 4) का रूप निम्नाकित हो जाता है। 
&॥07-88-87580:4:.40)5६(4.4॥0 (0 5) 
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मल मी बाज मल व 2220 53:७४, किट: 07:97 403 


अत (8) के न्यूउतम होने की अनिवार्य तथा आवश्यक ज्ञार्व यह हुई कि (04 
2) च्यूपतम होना चाहिये। अत अनभिनत आकलक 44 ज्ञात क्या जा सकता है, जिससे 
कि ॥(4 ' .4 0) न्यूनतम हो। 

हम 4 का चयन इस प्रकार करते है ऊि प्रतिबन्ध 42/-/ के सापेक्ष ६(4 ' 40 
न्यूनतम हो। यहाँ लैयौज गुणक », (६/54,2, ,)) का प्रयोग किया जाता है। अस्तु 


ड (4 4 श-,7.(45-7)] (0 6) 
हैक सै. हैक 
यहाँ. 245 #2/ 2२2. 7>% 
कर 2 ] 


( 6) को 4 के अवयवों के सापेक्ष आशिक अवकलन करके अवकलनों को शून्य 
के बराबर रखने पर हमे निम्माकित आव्यूह समीकरण प्राप्त होता है।' 


2 _ 24 /-7०'-0 
94 


अथवा. 24 ल्‍ 7.४7 (0 37) 


[4 ]7) को ॥//>से उत्तर-गुणन करने पर 
249५7# चर ५४2 
247425.(277% (६ ८ जा 
अथवा 2/7.(&7/ 4. /(-/प्रकल्पना द्वाग] 
4527५ २)* (0 8) 
(0 १8) से /.का मान (0 ॥7) में रखने पर 
24४व22 ५२०४ 


अथवा 45५०) ५ (0 39) 
4 का मान रूपान्तरण (0 2) में एउने पर 
8540 
| (27/%07४/४५ 
>27 ५2) 7५/ (॥#+० 


ज्स्/ कि शध्यए 
अथवा #-85(</'>' 5५7० 


2. ए][635७ 8९९८ १९ 0० ता एड ॥९5णी१ ए [ज0ग्रषाणा 8009०एक्‍लए फ्ट0003 
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तथा प्रसाण-सहप्रसरण आव्यूह 

५67 5 8-89 6-87 
ज्श्श ब्रा (77०) (&(४/४४४"/ए)7 
ह >0/%072/77/ए०५१ 
3007५) +%7५७%) 7 ५/१)7 
न्अऑ्जक्रोराी एफ)! 
ह>00/77%)* (४/७०) (४/(/ 7 

अथवा ५७75(४/५९ ४९ (0 20) 

यह सिद्ध करे के लिये किसी अन्य आकलक के सापेक्ष /(2) [पमीकरण (0 2)] 

न्यूनतम है, एक नवीन एकघातीय अनभिनत आकलक ४ निम्म प्रकार परिभाषित करते हैं। 


05(6+)४ 

यहाँ 4₹ (&॥८/४7*॥/* तथा /;/>क क्रम का एक आव्यूह है, जो कि शूत्य 
आव्यूह नहीं है। यदि 9 अनभिनत है, तब 

28) <8(/५ ५३४ ४7%) 0७#०)7 


_ मस्ती 
लि (यदि और केवल यदि 8.(50 यहाँ 0, #/क क्रम का शूत्य आव्यूह 
है) 


अब, ४४)5०(०-824०-97 
ज्ञात है, 95(4+2)2 
+(4+75)29# 0) 
अ4|री+77487०7+8०7 
ज4जी38+8#4 एफए 
+8+(4+58)0ए... ( 422४-5० 
अथवा 9-85(4+29)0 
अस्तु ५ 8)चछ[० (७+9/(4#०ण 
ज[4#2)2ए०१(4+5) 
अआस+979//4+7) 
>[.4५4%4/2+28/47+9]9* 
ज(१]/7%20+2/7"( 45 (६१/7४९/९ 
बच, 220 
2024*<-0तथा 
47/9*0) 
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अधवा ५०5४०७)+6/2 यहाँ 27:2' एक बनात्मक एशि है तथा 
पजर8)43427५7) 
अतश्व 4४8/< (8) 
अर्पादू , ॥8)< ४०) -79,2, # 
इस प्रकार यह सिद्ध हुआ कि 8 (07.$आकलक) 970हैं। 
सामान्यीकृत न्यूनतम बर्ग विधि की उपलक्षणाएँ (9८405 ०६ 0.8) 


सामान्यीकृन न्यूनतम बर्ण विधि का मुख्य उपयोग म्वसह्सम्बन्धित विक्षोभ की स्थिति 
में सरल न्यूनतम बर्ग आकलक ज्ञात करने हेतु किया जा सकता है, निम्नाकित निर्स पर 
विचार कीजिये, 


7:58+ 0 
यहाँ (७.9५, |+८ [7/<[ 
(0 6) तथा (0 7) द्वाण प्राप्त होता है, + 
४. 8: 77 फ्ा 


आध्ाप)-#-%- 2 *. # काट (0 27) 
उ्फॉँ 


क्र । प्री ५ फनी 3 ] 


] + ०0 0० 
7 न स्‍कचनच 00 [0722॥] 
तथा ॥/०-+ 
प्र 
0090 न्छ्व 


इस प्रकार हम देखेंगे कि सामान्दीकृत न्यूनतम वर्ग आकलक को दो चएणों में लागू किया 
जा सकता है 
(0) पृल्त चँ को विक्षोभ पर्दों की स्वसमाश्रवण सरचना के अनुसार रूपान्तरित 


करा, तथा 
(0) इन परिवर्तित चर के लिये सरल न्यूनतम वर्ग विधि का प्रयोग कला, 


समाग्रयण निरदर्श 7-2(8#0पर रूपान्दाण आव्यूह 7'लेपे पर प्राह होता है 
7१ नय7ए [49 23) 
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(0 22) में 8का .६.४आकलक 
डिक 20242 (90770 
हु रजिपपड 2पा 70 (0 24) 
(07.:5आकलक 
#5/८४ 7 "/7४७ 
की तुलना (१0 24) से करने पर हमें ज्ञात होता है कि दोनों आकलक समतुल्य है, यदि 
# 2६) (70 25) 
स्वसहसम्बन्ध-परीक्षण 
(च्ज ण 8० ९णाणबाणा) 
स्वसहसम्वन्ध न्यूनतम वर्ग आकलकों को असगत बना देठा है, क्योंकि इस स्थिति में 
न्यूनतम बर्ग आकलक बाछित गुणों से युक्त नहीं रह पाते। अतएव यदि हमें स्वस्तहसम्बन्ध 
की उपस्थिति का ज्ञान हो जाए तब सामान्यीकृत न्यूनतम वर्ग विधि द्वाप अधिक दक्षतायुत्त 
आकलक प्राप्त किये जा सकते है, क्योंकि 
७(६५७//./ < ५६४५५ 
कुछ परिस्थितियों में, न्यूनतम वर्ग अवसो्षों द्वारा क्रमिक स्वसहसम्बन्ध ग्राचलों के 


आकलन साधाएण न्यूनतम वर्ग आकलर्को से भी दक्ष दक्षतायुक्त हो सकते हैं। अत यह 
आवश्यक हो जाता है कि स्वसहसम्बन्ध का परीक्षण कर लिया जाये 


यह ज्ञात कले हेतु कि ब्रुटि पर्दों के मध्य स्वसहसम्बन्ध विधमान है अथवा नहीं, 
डर्बिन-वैटसन ४ परीक्षण का प्रयोग किया जाता है। 
डर्बिन-बैटन 0 प्रतिदर्शन [0ण0977-9/850॥ 0 580502)' 
निम्नाकित समाश्रयण समीकरण का अध्ययन कीजिये, 
४58,२,,+ #72.,+६ (0 26) 
45].2, «7 


यहाँ (85 प्राचल 85 के न्यूनतम वर्ग आकलक हैं, दथा ८5 अवशेष है। अब शेषों के 
आधार पर डर्बिन-वैटसन ; प्रतिदर्शज को निम्न प्रकार परिभाषित किया गया है, 


१ (.) 3 ए9क्‍क्तेश आए 0.5 छछ5ण० '"्ृद्#णह [० उध्चाल (.त्राश2007 7 [६८४ $९प्घालड 
वरबडा९०४श0०७,” क्रात्य्ारस॑त्य ऐव्यॉ [ ०00 7, 950 ०७४५ ]95] 
(४) 3 फिकए [व्यय णि उदय 0णानवधण हे -#द्-35पप्श०३ एेट्ड्राव्ड्शणा 
फएफशा 5056 रण 8 कष्शाध्डडाणा$3 272 [22860 ऐश्र्‌चएटा। प्रधा067 
ए८०७७७५०५5९७, 38, १२० 3 (१५५५ 8979), ए 40-2] 
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__  _ $ र॒_औ३ि॑ ७हइ_औ_  _-ऑ॑- _ ौन्‍ज्ननथयनजपपी*+ 


०5 


बन्द 
/्ट 
कद लडर जड (0 27) 
3८ 


[रा 
जहाँ #प्रतिदर्श का आकार है। 


जब त्रुटि पद म्वतत्र होते हैं दब ४ ब्रतिदर्गज के सैद्धान्तिक बटन का माध्य 2 होता 
है, पसतु प्रतिदर्शी उच्चावचनों (5309॥08 (0०००७०॥७) के कारण विभिन्न प्रतिद्शों 
से परिक्लित ६ के मान ज्रुटि पदों के स्वतन्त्र होते हुये भी पृथह्-पृथक्‌ हो सकते है। ८ 
प्रतिदर्शन हेतु उचित सार्थकता म्तर प्राप्त नहीं क्ये जा सके हैं, परन्तु डर्विन तथा वैटसन 
मे 95% विश्वाम्यता म्तर पर ४ के क्रान्तिक मानों (शाप ४0०८5) वी सएणी वा 
परिक्लन क्रिया है जो कि वैकल्पिक परिकल्पना (#/0८700५6 ॥97०॥258) में। 'बुटे 
पद क्रमिक्र रूप से स्वतंत्र नहीं हैं के प्रति निशक्रगीय परिकल्यना (० ॥/9006४5), 
५, 'बरुटि पद क्रमिक रूप से म्वतन्त् है! के परीक्षण के लिये उपयुक्त है। अर्थात्‌ 

#, #50 

तथा # ##9 या #20 बा#< 0 

परिंकलित ४ के मान की तुलना सारणी से लिये गये मान द्वाए की जाती है। सारणी में 
एरतया /८(5.६ चरों की सख्या जिन्हे व्याख्यात्मक चर (£./०.७0३ ४8॥97/65) कहते 
है] के विभिन्न मा्ों के लिये ८ के निम्न तथा उच्च प्ीमा ८, तथा 20 के मान प्रदत्त 
होते हैं। इसके द्वार निम्न प्रकार निष्कर्ष प्रा किए जाते हैं. मान लो, 


मं, 250 
4 7229 
(अ) #,को निरस्त कीजिये यदि ४ < ४/. 
(ब) #,को निरम्त न कीजिये यदि ४ > ४८ 
(स) यदि ८/, > ४-४0, तो परिणाम अनि्णायत्र है।' 
यदि ८ का परिकलित मान से अधिक है तद इसको वैकल्पिक परिकिलता # < 0के 
परीक्षण कीजिये। यहाँ निष्कर्ष निस्‍्ल प्रकार लिये जा सकते है 
(अ) +४, को निरम्त कीजिये यदि ४ < 4-४ 


(व) !,को निरस्त न कीजिये यदि ८ < 4-४ 
(स) यदि 4-८0/< ८ <4-4//तव परिणाम अनिययक हैं। 





पु हर हत्या िट्टए वपप7०4 एमी. पर हा 
#ज #एड्ताआर्ड पद दी ऐड 49050: के रद्रविभका िएपरणिकयलट5 स्म्प्ख््यंग 


औ., ७६७7, '[८३००६ (:८ 
_जलदखी वकाददया, 4मप्ट22०, रै०- 56. 99 493-806, 96] 


एकल समीकरण समस्याएँ 
(आट्ो९ एवएा०॥ ?70)शा5) 





एकल समीकरण निदर्ण के प्रावलों के आकलन में निम्नाकित समस्याओं का उत्पन्न 
होना सम्भावित है। 

()) स्वसृहसम्बन्ध की समस्या [20069 ७ 800 0७770800)) 

(2) विषम विचालिता की समस्या (09) ० घटादा03००१०४0०/४) 

(3). नहु सोखता की समस्या [90५३३ ० )०॥ ४०४७7) 

स्वसहसम्बन्ध की समस्या का अध्ययन हम अध्याय !0 में कर चुके है। इसे अध्याय 
में हम शेष समस्याओं का अध्ययन कोंगे। 
'िषप विचालिता (िलक्ष०४००५४४००७७) 

साधाएण न्यूनतम वर्ग (07.5) विधि के अन्तर्गत यह मान्यता है कि ह्ुटि पद ४, 
शूत्य माध्य तथा समान प्रसरण 6, सहित स्वतनत्र रूप से बटित हैं। प्रकल्पना 'ुटि पर्दो 
का प्रसरण समान है अर्थात्‌ 270) « ०2,” को सप्रविचालिता की भाग्यता 
(#5४००७७०॥ ० 070050९69860/५) कहा जाता है।” इस मान्यता का उल्लघन होने 
पर ब्रुटियाँ विषम विचाली (#९/६४४०७(४७४॥८) कही जाती हैं। विषम विचालिता की स्थिति 
में साधाएण न्यूनतम वर्ग विधि द्वार सर्वोत्तम रेखीय अनभिवत आकलक (/॥८/2) ब्राप् नहीं 
किये जा सकते हैं। त्रुटियों के स्वतन्त्र होते हुए भी उनके प्रक्तण असमाव हो सकते हैं। 

विषम विचालिता की समस्या उस स्थिति में उत्पन्न होती है उब प्रसाण में परिवर्तन 
चर के आधार पर होता है। उदाहएणार्थ, हम निम्ल प्रकार के उपभोक्ता फलन 


६[९2+29#//+८ 
का आकलन कहे हैं, यहाँ ८३ उपभोग तथा 3; * आय) 


जब उपभोग शथा आय अधिक मात्रा में है, तब उपभोग मापन में जुटियों का निसेक्ष 
मान अधिक है। इसके विपरीत गिरपेक्ष मान कम है जबकि-उपभोग तथा आव कम है। 
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साम्रात्यत ब्रुटियोँ बिषम विचाली होंगी यदि आर्थिक इकाइयों का आकार विस्तृत परिसर में 
परिवर्तित होता है, विषम विचालिता काल श्रेणी आँकड्डों की अपेक्षा अनुप्रम्य आँकड़ों में 
अधिक पाई जाती है।' 


उदाहएार्थ, परिवारों के बजट के सर्वेक्षण द्वारा विभिन्न वस्तुओं की व्यय की लोच 
के मापने में छोटे, कम आय वाले परिवारों की अपेक्षा बडे अधिक आय बाले पिवाएँ के 
व्यय में कम त्रुटिया पाई जाती है। जितना अधिक उपभोग तथा आय होगी उठनी ही अधिक 
विषम विचालिता की सम्भावना पाई जाती है। 


षिपम विचालिता का प्रभाव (6 6 सलल०05०९०३४६९०५) 


विश्लोभ पर्दों के प्रसणण में असमानता के परिणाम स्वरूप सम्राश्रयण गुशाक ढठी 
विशेषताएँ, रिम्माकित रूप में प्रभावित होती है 


न्यूनतम वर्ग आकलक दक्ष नहीं होते ठथा सार्थकता परीक्षण एबं विश्वाम्यता सीमाएँ 
लागू नहीं होतीं। अतएव परिकल्पना परीक्षा से पूर्व विक्षोभ पदों बी विषमविचालिता की खोज 
करना आवश्यक है। 


विक्षोघ पदों में विषम विचालिता की खाज हेतु विधियाँ 
(थल्ा005 ॥0 छलल्ट फढ शचटा०९ रण घलाढडत05९९०४३४००५ एा. 6 
ए।॥ण०8४८०९ '८ग5) 
विषम विचालिता की स्थिति में आकलन करे से पूर्व यह ज्ञात करना आयश्यक हो 
जाता हे कि विक्षोभ पर्दो में ज्रिपम विचालिता विद्यमात है अथवा नहीं। विषम विचालिता 
को ज्ञात करने की निम्नालिखित विधियाँ प्रचलित हैं 


(॥) ग्राफ द्वारा- आश्रित चर को #-अक्ष पर तथा अवशेषों को )“--अक्ष पर 
अकित करते है तथा सगत विन्दुओं की आकृति का निरीक्षण करते है। यदि बिन्दु किसी 
समाश्रयण रेखा के समत फैले हुए दिखाई दें तो समविचालिता की म्थिति है। यदि बिन्दु 
अधिक बिखर हुए हों तो विषम विचालिता वी सम्भावना हो सकती है। 

(2) क्ाई वर्म द्वारा (/ - /४९:%००४) इस विधि में #- प्रेक्षणों को #- के 
आकार के अनुसार $ वर्गों (003:5८५) में विभाजित किया जाता है। पुत्र प्रत्येक वर्ग के 
लिए चुटि प्रसरण का पर्रिकलन क्या जाता है। साछ्यिकीय परिकल्पना परीक्षण के अबुसार 
निग्रकाणीय परिकल्पना /3, प्रत्येक विज्लोभ पद के प्रसरण समान है, के अन्तर्गत प्रतिदर्शन 

६5-२2 ४०६ ० 
लगभग काई बर्ग द्वात बटित है, जिसकी स्वातन्त्य सख्या (7-2) है जहाँ 


॥4 पम्रध्प्0ड्टव्पन्चाताज़ छ डद) ४0 बजट एग्फटणंआज था पप5४ 9520 0ए घएडड बाण 
94687 ऐश प्रधाल 52763 038 
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7, -६॥/वर्म मे पर्दों की सख्या, /-4॥ 2. $# 


(५ 
।( ॥ 
7| 
निराकरणीय परिकल्पना अस्वीर वी जाती है, तब इसका तात्पर्य है कि विक्षोभ पदों में 
विषय विचालिता विद्यामान है[ 
(3) गोल्डफील्ड तथा क्याद विधि ) [छगाल6 20. एणप्शाव! 
१४९॥०१) इस विधि में 
ज्च्ीज+५ 


निदर्श का विश्लेषण क्या गया है तथा यह मान लिया गया है कि विक्षोभ प्रसरण स्वतत्र 
चर के वर्ग का समानुपाती है, अर्थात्‌ 


शा) 5 बा 
शक ब्यास्यात्मक चर वाले निदर्श का अध्ययन करने के लिये इस परीक्षण की विधि 
निम्न प्रकाए है 


(0) ४ चर के समस्त मार्नो को क्रम में रखा जाये, पुन उनमें से मध्य के ८ पद 
निकाल दिये जायें! गोल्डफील्ड तथा क्वाट के अउुसार यदि प्रेक्षणों बी 
सख्या ॥530 है तब ८5४ तथा यदि #ह60 है तब ८526 लिया जा 
सकता है। 


९. गाल श्णद एप्कराए।. 5ग76 पृष्ज णि स्ैणा05०९३ञंताए. वण्णाओं ० #शालालवव 
4090 0०ओ लैडड0८960% १ 60 7968 
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(४) द्रद्म टी: ब्रेक्षणों के लिये एक समाश्रयण रेखा साधारण न्यूनतम वर्ग 


(0/.5) विधि द्वाव आसजित कीजिये। तथा अन्तिम प्रेक्षणों के लिये 
पृथक समाश्रयण रेखा साधारण न्यूनतम वर्ग (07.5) विधि द्वात आसजित 
कीजिये। 

(79) दोर्नो प्तमाश्रण रेखाओं द्वार उनके सगत अवशेधों के बर्गों के योग ७, ठथा 
5, निकालिये तथा पुन प्रहिदर्शज /? को निम्न मूत्र द्वारा परिकलित कीजिये, 

2 

रु 
यहाँ ७, 5.४ के छोटे माने में सगत अवशेषषों के बर्ग का योग तथा ७५४ 
के बडे मानों के सगत अवशेषों के वर्ग का योग 

(४) समविचालिता की परिकल्पना के अन्तर्गत /? का बटन [(7-८-2//2 
(४-८-2/)/>] स्वातन्त्य सख्याओं सहित /-- बटन है। 


(५४) यदि निग्रकाणीय परिकल्पना अम्वीकार की जाती है, तव विषम विचालिता 
की म्थिति हो सकती है। यह विधि % < 60 के लिये उपयोगी है तथा 
इसकी सफलता ८के मान पर निर्भर करती है। 


आकलन विधियाँ (छडाग॥णा ?700८१07९5)' 


हम निम्नाकित निदर्श पर विचार करें, 
३5 8/2॥+ 8222५, 5 24] (4 ) 
28६३5 0 (3 2) 
+#(€,)>०॑८ [83] 


उपगेक्त निदर्श में विक्लोभ पदों के प्रसरण समान नहीं हैं, अत साधारण न्यूनतम वर्ग 
(०7.५) विधि द्वारा प्राप्त आकलक सर्वोतम रेखीय अनभिनत आकलक नहीं हो सकते। यदि, 
किसी प्रकार हमें ०2८, का मात ज्ञात हों तो चरों में निम्नाकित रूपान्तरण क्रिया जा सकता 
ह्ठै 


४, 5 १/०य (8! 4) 
१०2... 05) 
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अब निदर्श (] ।) के स्थान पर हम निम्नलिखित निरदर्श का आकलन कर सकते हैं 
४#,58ह,2 ,, +2४ 2+ ##2  ,.+८, (] 6) 
यह समीकरण ॥] | का समानीत (4:८४) रूप है, इसको प्रत्येक पद की त्रुटि 
मानक विच्नलन में विभाजित करके प्राप्त किया गया है। 
अस्तु, (॥] 6) में, त्रुटि पद 


>> 
6८-४६ 7 
'छ्ध (] 7) 


अतएकव ४6.) 5 ४-५ 
ण्द्‌ 


न नर. € ॥बच्मंदो (0 8) 
०६ 


अर्थात्‌ (॥ ॥) को (!! 6) में रूएन्तरित करने से स्थिर प्रसछा का समाधयण समीकरण 
प्राप्त होता है। यहा त्रुटि पद आपस में स्वतन्त्र हैं। इस प्रकार त्रुटि पद साधारण न्यूनतम वर्ग 
की मान्यताओं की पूर्ति करते हैं ठया (॥] 6) के आकलन द्वाए 8के सर्वोत्तम रेखीय अनभिनत 
आकलक (5/.0/5) प्राप्त होते हैं। 
यह विधि व्यावहारिक रूप में उपयोगी नहीं हो सकती है, क्योंकि प्राय हमें शरुटि 
पद के प्रसरण ज्ञात नहीं होते। ४४८, के विषय में कुछ मान्यठाएँ स्वीकार की जा सकती हैं 
अथवा प्रतिदर्शों की सहायता द्वारा इनका आकलन किया जा सकता है। अधिकतर प्रचलित 
मान्यता यह है कि ब्रुटि पद का प्रसरण किसी व्याख्यात्मक चर के वर्ग के समातुपाती है। 
अर्थाद्‌ 
ए(०/)-४६ न) 27. 
यहाँ >समानुपातिक स्थिराक है तथा 4,एक व्याख्यात्मक चर है। 
उदाहरणार्थ, परिष्करण-शालाओं ([२८काथा&५) की अवाश्यकताओं के 
निम्न रैखिक वक्र पर विचार कीजिए। 
फपी० कगिजं।ममिसेंडमीसक +द (9) 
यहाँ, १ कच्चा ठेल 
3, >गैसोलीन 
20 5मिट्ठी का तेल 
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<(, 5ईघन हेतु तेल 

परिप्करण-शालाएँ (२८हमर८ए०४) विभिन्न आकार की हैं। लघु आकार बी 
परिष्कएण-शालाओं के अत्तर्गव ब्रुटि पर्दो का प्रसरण कम मात्रा में तथा वृद्धाकार 
परिष्कण-शालाओं के अन्तर्गत प्रसरण अधिक मात्रा में माना जा सकता है, यद्यपि 
आवश्यकता फलन समस्त परिष्करण-शालाओं हेतु एक ही लिया गया है। त्रुटि पद के प्रसरण 
को नि प्रकार लिख सकते हैं, 

१४६०5०४ , 5 2४, , (] 0) 
यहाँ >., मीं परिष्करण-शाला की घारिता (०899८४५) है। 
इस स्थिति में चर्रों का रूपान्तरण निम्न प्रकार है 


५.5१४/5५., ( 40) 
2, ०३,/2.५ (4 ।) 
ए7ह१,2,3 ( 2) 


यह रूपान्तरण समीकरण (!9) को इस प्रकार समायोजित करता है, जिससे कि 
सापारण न्यूनतम वर्ग की मान्यताओं की पूर्ति हो सके तथा इसके द्वारा प्राप्त आकलक 
(20.05 हों। 
प्रत्येक परिष्करण-शाला की धारिता के आँकड़ें ज्ञात हैं, अत समीकरण (!] 6) का 
आकलन किया जा सकता है। आकलित समीकरण निम्नाकित है 
(४/2८,)०३७४$ (2/2,,)+£6, (2,/2,,) 
+222//2../#9 (22./2८../+८ (4 3) 
यहाँ स्थिराक पद £ को सक्षिप्त ऑकर्डों की अर्थपूर्ण! रचना हेतु लिया गया है जवकि 
समीकरण .6 में इस प्रकार का पद नहीं था। 
बहुसरेखता 
(४एण॥७०ण॥शध्या)) 


रेखीय समीकार्णो के आकलन मैं प्राय “बहुसरेखता' की समम्या उत्पन्न हो जाती है। 
यदि समीकरण में एक से अधिक स्वतन्त्र चर हों तथा वे परस्पर सहसम्बन्धित हों, तब 


4... #५००फाए०क एच्ब८प०८ ण टाधणएॉटड 6 प्रंडड 4/96 8 0० शाप: #५ बडए 38 8 ज्या रण 
॥#6 ॥062| (] ]) ४0 हवा (9९ 0०४७४ टाए ह दशा छट ्शातअल तताशएशं०8 25 
8 ००थईऑपिलडाम ते 2५ 8०८४ मई 2५ 60०3 १० ०८०६७ 00 006 घए४ 7000४, ४८७ प्या 
ग्राप 040०८ 002 ०णाडाआए शा0 $ 35 व धा घटा पा7ा१56 ध्यएं प72३5 ९६७६ ए इ्टाए 
'एरश८ण (॥8 ००ाशंख्या शा (६ 700 ९डचातआल्त, शीट हपपाण७/ डॉआ५03 [72 पर 26 ऐ5 
डॉब:(476 टाएएा३), एर८व४ 0०७0 ०) ०थश ०८ ००४००८१९, (०१7० 9८ ॥76कुफ-४व ए. 
पी ए508 ३३ 
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आक्तिठ प्राचलों के प्रतिचयन प्रसरणों (8वफ॥78 थगवा८०४) के मारतों में वृद्धि की 
प्रवृत्ति हो सकती है। अम्तु, यदि दो म्वत्त्र चर ४, तवा 5५ सह्सम्बन्धित है तब प्राचल 
87 वया 82 का सार्थक होगा असम्भाव्य है। यद्यपि आश्रित चर पद दोनों चग़े का सवुक्त 
प्रभाव सार्थक हो सकता है, पलन्‍्तु इन दोनों चरों में उच्च सहसम्बन्ध के कारण उनका 
पृथक्‌-पृथक्‌ प्रभाव ज्ञात करना कठिन है। उदाहरणार्थ, समाश्रयण समीकरण 


४चीक सी, जं,+2 2 (] 4) 
के लिये अवधाएण गुणाक /ह अधिक सार्थक हो सकता है, किन्तु प्राचल 8, तथा 8» 
सार्थक नहीं हो सकते। 


बहु सोखता की समस्या तभी उत्पन्न होती है, जबकि दो अथवा अधिक म्वतन्त्र 
सं में परम शुद्ध रेखीय सम्बन्ध होता है। काल-श्रेणी तथा अनुप्रस्थ दोनों प्रकार के आँकडों 
में बहुसरेखता पाई जाती है। 


बहुसोखता का “चरणातुसाएं सम्राश्रयण विधि पर महत्त्वपूर्ण प्रभाव है। चग्णातुसार 
समाभ्रयण विधि के अन्तर्गत सर्वप्रथम समाग्रयण रेखा 


औ+#80+)॥/ 4 (॥] 45) 
का आकलन किया जाता है। यदि गुणाक ॥, सार्थक पाया जाता है, तब चा ४, को 
समाश्रयण में रखा जायेगा तथा नवीन सम्राश्नयण की रचना द्वितीय चर >> को सम्मिलित 
करके की जायेगी। यदि चर &) आयिठ चए के विचलन का सार्थक अतिरिक्त स्पष्टीकरण 
नहीं करता (अर्थात्‌ 8; सार्थक नहीं है) तब ४, चर को समाश्रयण से पूर्ण रूप से निकाल 
दिया जाठा है। यदि >(, तथा 2, के मध्य उच्च परिमाणीय सहसम्बन्ध हो तब /; सार्थक 
हो सकता है, जबकि 8) सार्थक नहीं हो सकता। यदि पहले ( पर समाश्रयण निकाला 
जाये तो /9 सार्थक हो सकता है, जबक्रि 8; सार्थक नहीं हो सकता, अर्थात्‌ यदि उच्च 
स्तर की बहुसेेखता विद्यमान हो तो चरों के समाश्रयण में प्रवेश के क्रम का, उन चरों को 
स्माश्रयण में सम्मिलित करने अथवा उनके परित्याग करने का अत्यधिक प्रभाव होता है। 


बहुसरेखता की सगत समस्याओं को समझने हेतु निम्नराकित सख्यात्मक उदाहरण 
प्रस्तुत किया जाता है, 


४ 9 5868596 
हैं। 9 4 8 7 8 497 कल्पित आँकडे 
जय कक 3 ७ 32 7.35 


यहाँ ४, तथा .४; में उच्च परिमाणीय सहसम्वन्ध है, क्योंकि /? सहसम्बन्ध गुणाक का 
प्रान 0 89 है। 
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अब केवल <&, पर ४ दवा स्माश्रयण लेने पर हमें तिम्नाकित समाग्रयण समीकरण 
प्राप्त होता है 
>#-7 56+9 792, 


ह। के गुणक (8/) का आक्लित मानक विचलन [छाप्र॥०० डा0ठशएं 
9८००7०7) का मान 03] है। अत अनुपात निम्नाकित है 


तदा म्वातन्त्य सख्या 6 है। /का मान 5% सार्वकता स्तर पर सार्वक है। 

यदि, किसी प्रकार, हम €, तथा 2; दोनों चर्यों को प्रतिगमक (रि८87८७5०७) 
के प्तमान प्रयुक्त करते है, तब हमे निम्नाकित समाश्रवण समीकरण प्राप्त होता है 

१४52 35+0422/+0 +2:, 

<, तथा 2; दोनों के गुयकों (क्रमश 8; वा 82) के आकलित मानक बिचलन का 
मान 0 43 है। अस्तु 5% सार्थक्षता म्तर पर कोई भी गुणक सार्वक नहीं है। 

यहाँ हमें ज्ञात होता है कि जर्ब >> समात्रवत्र में सम्मिलित क्रिया जाता है तब ४, 
का गृगक (8,) सुम्पष्ट रूप से परिवर्तित हो जाता है। यह गुणक /8,/ पहले से लगभग आधा 
रह जाता है। यह ही बहुसरेखता का गुण है। यदि 2(, तबा 32 अत्तम्बन्धित होते बब #० 
के समायोजित क्ये जाने पर (8, के मान में परिवर्तन नहीं होता! 

अठर बहुसरेखता की स्थिति में आऊलकों के प्रत्तर्णों के मान मैं वृद्धि हो जाती 
है तथा चर्ें की सार्वकदा ज्ञात कला कठिन हो जाता है। बहुसरेखता से न्यूनतम वर्ग 
आकलकों की अनभिनता ठबा क्षमता का हास नहीं होता। 

सक्षेप में बहुसरेखता के निम्नाकित परिणाम हो सकते है 

(॥) स्वतन्त्र चर्तों के आकलनो के प्रमएणों के मान में वृद्धि हो जाती है तथा उनका 
पृथकु-पृथक्‌ प्रभाव ज्ञात नहीं क्या जा सकता। 

(2) “चस्पानुसार! समात्रवण विधि में किन्हीं चर्यों को समात्रयण से पर्व रूप से परथक 
करना एक डुटिपूर्ण निर्णय हो सकता है। 

(3) गुणाकों के आकलन अदि सवेदवशील हो सकते है तथा कुछ अतिरिक्त ग्रेक्षणो 
के सम्न्लित करने पर युप्राकों में प्रभावशाली विवर्तन हो सकता है। 

जब समाश्रयण् समीकरण में अनेक प्राचलों का आकलन करना होता है त्र 8 वो 
आव्यूह रूप में निम्न प्रकार लिखा जाता है 
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8552)" ४ त 46) 


यदि स्वतन्त्र चर में रेखीय सम्बन्ध हो तब आव्यूह (2४%) एक अब्युत्क्रमणीय आव्यूह 
होगा, जिसका ब्युत्क्रम सम्भव नहीं है। व्यावहार्कि अर्थमितिविद्‌ द्वारा आव्यूह का व्युत्क़म 
सामान्यत एक ही चरण में नहीं किया जाता है। एक समय में एक चर को सम्मिलित करके 
[शर०॥ए१ 90) आब्यूह ब्युव्क्रम ज्ञाठ किया जाता है। यदि सम्मिलित चर पूर्व सम्मिलित चयों 
का फलन है, तब विकर्ण अवयव शूत्य हो जाता है अथवा शूत्य के सन्निकट हो जाता है। 
जबकि परिकलन तुटियाँ विद्यमान हों। इस प्रकार के चर्रों को मुगमतापूर्वक ज्ञात किया जा 
सकता है। अधिकाश गणन प्रक्रम प्रत्येक चरण में शून्य अबयव का निरीक्षण करते हैं। जिसके 
द्वारा शोधकर्ता को किसी रेखीय सम्बन्ध का बोध हो जाता है। इस समस्या का समाधान 
स्वतन््र चर को उचित रूप में परिभाषित करके किया जा सकता है। 


अनेक विधियों द्वारा बहुसौखता द्वाग उत्पन्न समस्याओं का समाघान किये! जा सकता 
है। उदाहरणार्थ, कभी-कभी बहुसंरेखता को निदर्श के विनिर्देश में परिवर्तन करके दूर किया 
जा सकता है। निम्नलिखित निदर्श का अध्ययन कीजिए 


52949/7/ 27/23/4742 ५,+५ ( 47) 
यहाँ & >बित्री आगम 

4, विक्रय किये गये बाँये जूतों की सख्या 

? >विक्र्य किये गये दाँये जूतों की सछ्या 
2८, 2 विक्रय किये गये अन्य उत्पाद 


बायौं तथा दायाँ दोगों प्रकार के जूतों की बिक्री से आगम प्राप्त होता है, अतएव 
बिक्री आगम में हये उच्चावचनों का स्पष्टीकरण करे हेतु प्रत्येक का उचित हल है। पल्तु 
समीकरण ॥ 7 में कुछ प्राचलों का अर्थपूर्ण निवर्चन सम्भव नहीं है। उदाहरणार्थ, प्राचले 
8; बाये जूते (/.) के सापेक्ष & का आशिक अवकलज है, जबकि अन्य चर (दाये जूते सहित) 
स्थिर हों। इस प्रकार की अब्म्था कभी नहीं हो सकती क्योकि जूने सदैव युगल (#बह5) 
रूप में ही बेचे जाते हैं। यद्यपि 3), तथा (82 को कसी प्रकाए ज्ञात कर भी लिया जाये त्॑पि 
उनका निवर्चन नहीं किया जा सकता है। यह समस्या तब उत्पन्न होती है, जबकि स्वतत्र 
चर में निश्चित सम्बन्ध विद्यमान हो। 

निश्चित सम्बन्ध किसी प्रकार भी सम्भव हुआ हो, बहुसेखता की समस्या उत्पन्न 
नहीं हो, इसके लिए प्राचलों को इस प्रकार परिभाषित क्या जाना चाहिए, जिससे कि उनका 
निवर्चन सम्भव हो सके। उप्य्रेक्त उ्चहरण में चंें (वाया जूता तथा दावा जूता) के स्थान 
पर 'जूतों का एक युगल प्रयोग किया जा सकता है। दब समीकरण ]] 7 को रिम्ल प्रकार 
व्यक्त किया जा सकता है। 


ऊची।सी।मीखंक+पिम५+६ ( 48) 
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यहाँ /? >बिकद्री क्ये गये जूतों के युगलों की सख्या 
यह सर्मीकग्य बहुसंगव॒ता की समस्या मे मुक्त है तथा प्राचलों का आकलन साधारण 
न्यूनतम वर्ग विधि द्वारा क्या जा सकता है। 


पुन , यदि बहुमेसता यिद्यमान हैं, तय समाश्रया” समीक्गा मे मं कसी एक चा 
का परित्याग के से आवित चर के स्पष्टीकशा में क्‍म्ा नहीं हगी। निम्न समीझाण पा 
विचार कीजिये, 


2 चीन मसले. स्िकध+ ८ [44 49) 

मात्र लो &, तथा ४; म रेखीय सम्बस्ध है तिसक फलस्वरूप बहमरखता की समस्या 
उत्पन्न होती है 

290०-४%१ (4 20) 

तब समीकरण (!! 49) के -थान पर हिस्माकित समीकरण का आकलत किया जाता 


है 
४, ४%//४५०४(./+६ (4]2।) 
यहा, 8 6//% ४0 (8 22) 
5&/2)49 (4 23) 


चूँकि 2; को स्वैच्छिक इकाई के रूप में परिभायित किया जा सकता है, अतः्व #</ 
पघान लेने पर समीकरण (! 22) को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है . 


88/)-;#9 (4 24) 


तात्पर्य यह है कि चर 25 का सम्पूर्ण प्रभाव सम्मिलित चर में निहित रहता है तथा अन्य 
चर पूर्णतया अप्रभाविद एहते हैं। 


स्मरणीय है कि जब शोधकर्ता आश्रित चर के उच्चावचनों को म्पष्ट करने का इच्छुक 
होता है अयवा ४ के मान का पूर्वानुमान करना चाहता है, तब >(, के समाश्रयण निदर्ण 
मैं विद्यामान रहने अथवा ने रहने का कोई प्रभाव नहीं होता। इसके अतिरिक्त णदि उद्देश्य 
अन्य म्वत्व्र चरो के गुगाकों का आकलन करना होता है. उदाहरणार्थ, 82, तब 3, का 
परित्याग करे से आक्लकों पर कोई प्रभाव नहीं होगा। , तथा .४, दोनो के प्रभाव को 
रिरस्त करता गणनात्मक दृष्टि से असम्भव कार्य है। 


अर्धमितित्ञ की मुख्य समस्या यह है कि क्सि चर का परित्याग किया जाये तथा 
किन चर्ऐ को समाग्रयण समीकरण में सम्मिलित किया जाए। 


49] एकल मम्रीफरण समस्याएं 
हल मी चर 2लजजद+3 नम मय कीमत हमर :6 2422 8702 02068 
इसके लिये कुछ नियम उपलब्ध है, पातु व्यावहारिक अ्थैमितिज्ञ उतक्े द्वाग उचित 
निर्णय नहीं ले सकता है। 
एम फ्रीडमेन [७ ि८८०णाशा) के अनुसार- “यह निर्णय करना है कि फिनि 
चर का परित्याग क्या जाये अथवा नहीं, वे प्रताण योग्य घटना को प्रभावित कग्ग अथवा 
नहीं तथा निदर्श मे क्नि अवय्रवा द्वाग अभिजान क्या जाग हे, एस हथ्य है जक्ति व्यक 
नहीं किए जा सकते है, इनका अध्ययत क्रल अनुभय एवं अभ्यास द्वार उचित बजानिक 
बातावश्ण मे ही किया जा सकता है इनजों वन्त्रशतर ज्ञत नहीं स्था जा समता है।' 


अतएय, अल्य ज्ञान + फ्लम्वरूप समाश्रयण निदश का ब्रुटिपूण रूप से हा विनिर्टिष्ट 
[78-50८020 ) किया जा सकता है। इस य्लौट को विनिर्देश वरुटि [$96०॥८क०॥ 
था०) कहते है। सामान्यत विनिर्देश त्रुटि के निम्नलिखित चार कारण है 


(). सम्वन्ध चर का परित्याप करया। 

(7)... असम्बन्ध चर को सम्मिलित कला। 

(७). व्य्यात्मक चोे में से किसी एक मे हुये परियाणात्मक परिवर्तन वी उपेक्षा 
कसा 

(५). झम्राश्नयण समीकरण का ब्रुटिपूर्ण गणितीय सप। 


समाश्रयण में प्रतिपत्री चर 
[270५ ५४980065 ॥ ऐ८९7९5४०)) 


अनुभवयुक्त शोध के अन्तर्गत प्राय आँकडों के अभाव वी समस्या उत्पन्न हो जाती है। 
यद्यपि निदर्श मे सम्मिलित किये जाने वाले चरो का पूर्ण ज्ञान है, परन्तु कुछ घरों का मापाकन 
नहीं किया जा सकता, अथवा कुछ आँकड़े अप्राष्य है, तब हमें हानि होती है। माधाएण 
न्यूनतम वर्ग आकलक केवल तभी अनभिनत होते है, जबक्रि सैद्धान्तिक रूप में निर्दिष्ट समस्त 
चर को समाश्रयण में सम्मिलित किया जा सके। 

किमी चर का परित्याग कोने के फ्लम्वर्ूप उत्पन्न अभितीत को दूर क्से हेतु हम 
एक ऐसा चर ज्ञात कर संक्‍्ते है, जोकि अप्राप्य चर का सन्निकट प्रतिस्थापन (८0०६९ 
5005४) हो, उदाहरणार्थ, उत्पदनफ्लन के आकलद में, “मौसम को एक स्वतल्र चए 
लिया जा सकता है, पहन्तु इस चर का मापाकत सम्भव पहीं है, अतएव 'वर्षा' को इसका 
सन्निकट अ्रतिस्थापन मारा जा+सकता है। चूँकि वर्षा के ऑकड़े सालतापूर्वक उपलब्ध हैं, 
अत्व यह एक स्वीकार्य स्थानापन्न हैं। 





].. 0. प॒ल्तैकशा 59093 थ ए०आरड टिटजाएका८ड, पीएश्टातराड ४ (ोथ्व३0 सिल्डड 
((क०80) 953, ? 25 
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सैद्ान्तिक रूप से परिभायित चर हेतु म्थानापत्र चर को 'प्रतिपत्री चर कहते हैं। 
अमुभव युक्त शोध मे इसका अत्यधिक उपयोग क्या जाता है। प्रतिपत्री चर का उचित उपयोग 
कपने हेतु स्थानापन्न से होते वाले प्रभावों का अध्ययन आवश्यक है। 

सरल समराश्रयथ्य समीकरण, 

४ची,.+4 (4] 25) 

पर विचर बीजिये, यहाँ समस्त चर स्वप्र के समानान्तर माध्य से विचलित है! 

मात लो हेतु आँतट उपलब्ध नहीं है, तंत्र अन्य चर ४ को इसक स्थान पर लिया 
जा सकता है। फ्लस्वल्प अ'क्लित समीकरण निम्न प्रफार है 





3की.य+द (।। 26) 
रे ख्व्छ 
यहीं ््-द्ध्ड 4 27) 
| ्दः ( 


#7 का साधारण न्यूनतम वर्ग आकलक है। 
>'के स्थात पर 8,2/+८ एसने पर, 











हि मम 
>>>2 (8/:2/+९) 
र्डेया 
224 ५ 2224 ( 28) 
या 
क्या. 268) 5//8५ (7 29) 
यहाँ 8... ना 


तथा. £(2) 5 0 मान्यतानुसार 

अत ॥; (; का अनभिनत आकलन नहीं है जद तक कि 8,, का मान | के बप्बर 
नहो। 

#,. गणात्मक रूप में # के समकक्ष है, 

यहाँ # प्तमाश्रयण समीम्स्ण 


अर एक स्न्फसप सन्स्याए 


मत ध्य+द (430| 

द्वारा परिभाषित है। " | 
यह 8-० 
य्थ 


जब >तथा 2 का मापन विभिन्न इसइयों में क्या जाता है, तब मुपाक # छूपानए 
की इकाई को मापता है। यह उद्धेजरीय है कि यदि 5 की इकाई : की इकाई से भिन्न है, 
तब समाभ्रयण आक्लेऊ #, की इकाई 6, की इकाई प्ले भिन्न होगी तथा $ रूपस्त्प कारक 
है। यदि & तथा 2 का प्रापन समान इकाई में क्या जाठ है तव भी 8 का मान एक से 
भिन्न होगा (७ # 2) जो इन दोनों चरो के समानता सोपास पर निर्भर क्रेगा। 


समाशअयण में मूक चर 
(एप्प) ५श्ञाउ0९५ ए (८(४८५४०५) 


मूऊ कर प्राय मुणात्मक चरो के साथ सम्बन्द क्ये जाते है, पस्तु वर्तमान काल में 
इनका प्रयोग अन्य स्थितियों मे भी क्या जाने लगा है। उदाहरणार्थ, ऑक्डों के विषय में 
पूर्ण ज्ञान प्राप्त करे हेतु प्रारम्भिक अन्वेषण। समाभ्रयभ जिश्लेषण के अन्ताति मूक चढें के 
उपयोग के अनेक उद्गाहग आधुनिक अर्धम्रत्रि शोध मे ज्राफ् होते है। गे मूक चार अस्थायी 
प्रभाज को प्रदर्शित करने हेतु श्रयोग किये जाते है। उद्ाहरणार्थ, युद्ध काल तथा शान्ति काल 
के मध्य, विभिन्न क्रतुओ के मष्य अधजा विभिन्न ग़जनीतिक क्षेत्रों के मध्य, सम्बन्धों में 
परिवर्त। लिग, वैवाहिक अवस्था, व्यावसायिक अधवा सामाजिक स्तर, आदि गुणात्मक 
चों को मूकचं द्वाश व्यक्त क्या जा सकता है। कभी-कभी परियाणात्मक सरों को भी मूक 
च द्वाण व्यक्त किया जा सकता है उदाडरणार्थ, आयु! 

मूक चा तकनीक द्वारा शोधकर्ता निश्चित चर के विषय में ज्ञत सूचगा को अमतत 
वर्गों में विभाजित करता है, जहाँ प्रत्येक वर्ग को 0 अथवा । मूक मात्र प्रदान स्यि जण्ते 
है। मावलो शोषकर्ता को बाह्य रूप से ज्ञात है कि ऑक्डों को अनेक वर्गों में जिभाजित 
किया जा सकता है। उसका विश्वास है कि प्रत्येक वर्ण में प्रेक्षणों के प्राचल प्मान हैं, पस्न्तु 
विभिन्न वर्षों के प्रेणों हेतु प्रावलों के विभिन्न मनुच्चय है) वो में क्पिद करते हुये उसके 
मध्य इस प्रकार की विभिक्नता उत्पन्न की जा सकती है। वर्गों के तादात्मय हेतु मूक चरों का 
उपयोग सुविधाजनक है। 

उदाहाणार्थ, निम्नलिखित समाश्रयण समीकरण का अध्ययन कीजिये 

४ +9मसी,,+१जॉ०:+६ (8 3]) 

यह समीकरण मनोरजय व्यय (१) का चसचित्रों की सध्या (#,) तथा वैध रूप से 

विक्रय किये गये मद्य की माता (.६:) पर समा्रदण व्यक्त करता है। 
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मद्यनिषेध काल में चर 2, का मान शून्य के बग़वर है तथा मद्यविषेध काल के 
पश्चात्‌ &> का मान शून्य से अधिक है। यदि 8, का मान शूत्य वहीं है, तव समीकरण 
(॥ 3) द्वारा निषिध काल वी अवधि में १/के व्यवहार को स्पष्ट क्या जा सकता है, क्योंकि 
चर >> का मान शून्य होगा तथा समीकरण को निम्त प्रकार लिखा जा सकता है 


३, 582थी।5,,+4 (॥ 32) 


यदि चर 5. कसी एक़ वर्ग से सम्दन्धित हो तथा अन्य वर्षों से किसी प्रकार सम्बन्ध 
नहीं हो दब भी यह ही तर्क प्रम्तुत क्या जा सकता है। >> के अप्रामगिक चर की अवम्धा 
में गुणाक [१2 की शून्य मान लिया जाता है, (जैसा कि समीकरण ॥ 32 में ) अथवा 22 
का मान शूत्य मान लिया जाता है) जिस वर्ग में 2, चर प्रासगिक नहीं है, उमर वर्ग में इसका 
मान शूत्य के बफ़वए लिया जाता है तथा उस्त वर्ग में जहाँ कि यह प्रामगिक है, इमके प्रेक्षित 
मान ही रखे जाते है, दोनों वर्गों के लिए एक ही समराव्नवय समीकरण कर्म प्रयाग क्या जा 
सकता है। 

पुत्र, यदि अर्धमितिन्न को यह ज्ञात है कि (2 प्रासगिक चर है अथवा नहीं, टब 
बह सगत सख्या लिख सकता है, अर्वात्‌ शून्य अबबा प्रेक्षित मान अथवा 2४; के प्रेश्षित 
मार्नी को अपरिवर्तित रखते हुये वह एक मूक चर /0 परिभाषित कर सकता है। यहाँ 42 5 
6, जबकि 2 अप्रासगिक है तथा /05 7जवक्ि ४. प्रासमिक है। 

इस प्रकार 2 पर प्राप्त आँक़डों को विभिन्न वर्गों में विभाजित करने हेतु बह मूक 
चए /0का उपयोग करता है। 

मूक़ चर तकनीक के उपयोग का मुख्य लाभ यह है कि यह पर्याप्त लचीलापन स्वीकार 
करती है। उदाहरणार्थ, उस स्थिति पर विचार वीजिये जबकि आँकडें वर्गों में विभाजित हों 
ता उनके लिए चर 2, तथा 22 प्रासगिक हों, पस््तु दोनों वर्गों में अन्य प्राचलों के समान 
रहने पर 2; के गुप्ाक असमान होते हैं। इस स्थिति के अन्तर्गत अर्थमितिज्ञ निम्नलिखित 
समाश्रयण का आकलन वर सकता है, जिसमें दो वर्गों की सूचना को मूक चरो के रूप में 
व्यक्त क्या गया है 


2 5 8, मी,ठें।,+ि 22.4 (!2.2...)+९, > [॥ 33) 
यहाँ /2 > मूक चर, 
40 5 0जबकि प्रेक्षण एक वर्ग से सम्बद्ध हो, 
तथा /0 + 4 जवकि प्रेक्षय अन्य वर्ग से सम्दद् हो। 
जब /7 # 0, तब आँकड़े प्रथम वर्ग' के सगत हैं ठया प्रासगिक प्तमाश्रयण समीकरण 
निम्न प्रकार है। 


2; 5 80%; //0:-2/+६ » (4.34) 


2 


अभिनिर्धारण एवं युगपत्‌ समीकरण समस्याएँ, 
(00 ९क्लाँणा भआ0 जशिंगरप॥॥९075 फऋदुएथशाणा 
ए-णाशा$) 


थ०---००-०----१२७०००००-+००७०--+०००-०--५लऊ-->भम--+००००-+><3म-००-+०-ाम-मपाक->रनकझपनमम-<मक-+++5 


सुगपत्‌ समीकरण निदर्श 
(झग्रए.8९005 84०४४०7 ?०१९)) 

इस अध्याय में हम उन अर्थमितीय निदर्शों का अध्ययन कोंगे, जिनके अन्तर्गत एक से 
अधिक समीकरणों का आकलन किया जाता है। ये विदर्श “युगपत्‌ समीकरण निदर्शी कहे 
जाते है, क्योंकि इममें निहित चर समस्त समीकरणों वी सन्तुष्टि करते है। उदाहएार्थ, बाजाए 
मिदर्श में एक माँग समीकरण तथा एक पूर्ति समीकरण होता है। अर्थव्यवम्था के सामूहिक 
निदर्श में सैकड़ों समीकरण होते है। अ्तु, आर्थिक निर्श की सुख्चना में एक से अधिक 
समीकरण के विद्यमान रहने पर पूर्व अध्यायों में वर्णित आकलन दिधियाँ उपयुक्त नहीं हो 
सकती हैं। अस्तु, युगपत्‌ समीकरणों के आकलन हेतु अनेक वैकल्पिक आकलन विधियों 
को विकसित किया गया है। युगपत्‌ अथवा बहु समीकरण निदर्श के प्राचलों का आकलन 
करने की विधियों को युग़पत्‌ आकलब विधियाँ (छ्राशी॥0००5 €्पाग्रभाता 
ए7०८९१४१८७४) कहा जाता है। 

सुगपत्‌ समीकरण निदर्शों में अभिनति (8/85 ॥7 धएज।30000$ 54000०7 
3/०५८)5$) 

बहुसमीकरण निदर्श के एक समीकरण का आकलन करे के फलम्बरूप आकलित 
समीकरण के सही होते हुये भी आकलकेों में अभिनति उत्पन्न हे जाती है, क्योंकि इस विधि 
ड्वास अन्य समीकरणों की उपेक्षा की जाती है। 

स्िदर्श में अन्य समीकरणों की उपस्थिति के फलम्बल्प उत्वत अभिनति को दुगपत्ता 
अभिनति ($00802005 9995) कहते हैं। साधाएत न्यूनतम वर्ग आकलन दिधि 
(0॥0099 [छह इपुण्थ९& ध्शया।0०7 ए॒ा०८८/णा०) की प्रत्यक्ष न्दूततम वा विधि 
(बल 6३४ 5९००३ 9700९४॥॥८) कहा जाता है। 
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इस बिधि के अन्तर्गत अभिनति का ग्रोत ज्ञप्त करने हेतु हम माँग तथा पूर्ति के एक 
स्पल निदण जा अध्ययन करेंगे 


माँग समीकरण 0,54+82+ 0७, (2 ) 
यहाँ 0, 5 झोँगी गई घात्रा /ममयावधि 
#; +व्स्तु की वीमत | 
0, >ब्रुटि पद 


समीकरण (]2 ।) द्वारा स्पष्ट है कि वस्तु विशेष की / समयावधि में माँगी गई मात्रा 
कीमद (2१) वया त्रुटि पद ((५,) का फ्लन है। 


पूर्ति समीकरण को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है 


5, 5 ८+०7१+ ४, (22) 
यहाँ <; <पूरित मात्रा /समयावधि 
4, "कीमत मे 
७८ -वरटि पद 


समीकरण (2 2) द्वाए स्पष्ट है कि वस्तु विशेष की /समयावधि में पूरित मात्रा कीमत 
(7) १था ह्रुटि पद (४६2 का फ्लन है। बाजार सतुलन हेतु यह आवश्यक है कि वस्तु की माँगी 
गई मात्रा तथा पूरित मात्रा में समानता हो। अर्थात्‌, 


2545 (23) 


सतुलित कीमत तथा उस कीमत पर विक्रय की गई वस्तु की मात्रा, माँग तथा पूर्ति 
तालिका ($०॥८१४॥८७) के प्रतिच्छेदन दिन्दु द्वारा व्यक्त होती है। 


माँग तथा पूर्ति बक्रों के प्राचल प्राय$ अज्ञात होते हैं, जिमको प्रेक्षित आँकडों द्वाप 
आकलित किया जाता है। ये आऑकड़ें सतुलित वीमत तथा बाजार में विक्रय की गई मात्रा 
के रूप में होते हैं। इस स्थिति में प्रत्येक प्रेश्ण द्वाग केवल कीमत तथा विक्रय की गई मात्रा 
का एक-एक मान प्राप्त होता है। वास्तविक रूप में वम्तु की कीमत तथा विक्रय की गई 
मात्रा में समय के अनुसार परिवर्तन होता रहता है, पसन्‍्तु हम यह मानते हैं कि ये विचर्ण 
बाजार समाशोधन (/20:2!-० ६५7०१) हैं। अस्तु, ये विचरण उत्पन्न होते हैं, क्योंकि व्रुटि 
पर्दों के फलस्वरूप माँग तथा पूर्ति बक्ों का पर्ययण होता रहता है। 


499 अगिमिध्ररिण एवं शुगएद्‌ समीकरण समस्याएँ 
व ++न+-+++--+२+->4र 9-३ + ८ नम 





00#धा7 
रेखाचित्र !24 

मो रेखाचित्र (2 ]) में प्रदर्शित मॉग वक़ का ब्रुटि पढ्दों में उच्चावचन के काएण 
अत्येक' समयावधि में पर्ययण होता है। अर्थात्‌ सम्रावधि ।,2 तथा 3 मे साँप वक्र क्रसस 
00, 2:0,, दा 20;0; है। यदि पूर्ति बक्र का 5,5, से 5.5. दया ७.९, से 3.5, 
तक पर्थयण होता है, तब सतुलित कीमते दा मात्राएँ बिन्दुओं 2 £2 तथा 5) हर'रा प्रदर्शित 
की गई है। यदि इन तीन संतुलित बिन्दु में न्यूनतम वर्ग रेखा आमजित छी जाये तो हमे 
सरल ऐखा 48 प्राप्त होती है। यह ऐखा 48न माँग वक् है और न ही पूर्ति बक्र, परन्तु 
यह मांग तथा पूर्ति के मध्य आडी-ठिएठी कुछ वस्तु है। यदि 48 को माँग वक्र माता जाये 
तब प्राचलों के आकलन अधागामी अभिनत है। रेखा 48 का टाल माँग वक्र के ढाल से 
अत्यधिक कय है। यदि रेखा ,4 को पूर्ति वक्र मात्रा जाये तो श्राचलों के आकलन उर्ध्वणमी 
अभिनत है। 


यदि माँग ब्रकढ्र ब्थिर रहता है तथा पूर्तिवक्र का (त्रुटि पर्दों में उच्चावचन के 
फलस्वरूप) पर्यरण होता है तब तीब संतुलन बिनु £, 4 तथा 2; होंगे। इन विन्दुओं 
में न्यूनतम वर्ग रेखा द्वारा मांग बक्र का अनभितत आकलन प्राप्त होगा। अस्तु, निष्कर्ष यह 
है कि साधारण न्यूनतम वर्ग विधि (/.5) द्वाए विशेष परिम्वितियाँ मे ही अनभिनत आक्लक 
प्राप्त होते है। सामान्य रूप में, यह विधि उस स्थिति में अनुपयुक्त है, जबकि आर्थिक चर्ऐो 
के मान एक साथ कई प्तमीकरणों द्वारा निर्धारित होते हैं। 


पुन हमें मोग फलन (2 ) तथा पूर्तिफिलन (॥? 2) में समामता दृष्टिपोचर होती 
है, क्योंकि सतुलन की स्थिति में माँग पूर्ति के बग़बर होती है, तथा दोनों समीक्रएएों में समान 
चर हैं। माँगी गई माता (5 पूरित की गई मजा) तथा कीमत। अस्तु, जब दो विभिन्न समीकरणों 
मैं समान चए सम्मिलित हों, तब किसी एक समौकरण द्वाण प्राचलों का आकलन असम्भव 
है, जैसा कि रेखाचित्र (2 ॥) से स्पष्ट है। यदि कीमत का मात्रा पर समाश्रयण लेते हैं तव 
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हमें माँग वक्र तथा पूर्ति वक्र के मप्य एक रेखा प्राप्त होती है। इस स्थिति में हय यह कह 
सकते हैं कि इन समीकरण्णो का साह्यिकीय रुप में अधिनिर्धारण ([9ल्‍॥0व्याएणा) सम्मद 
नहीं है। 
हम यह मान लेते हैं कि माँग तथा पूर्ति समीकरण में समानता प्रतीत नहीं होती है 
तथा हम साख्यिकीय विधि द्वाए दोनो समीकरणों का अभिनिर्षारण कर सकते हैं।! मान लो 
माँग समीकरण में आय चर (]”) तथा पूर्ति समीकरण में मौसम चर (॥9/) विद्यमान हैं। माँग 
तथा पूर्ति समीकरण निम्न प्रकार है 
2 चीमी।एसी20:+0०,... माँग समीकरण (724) 
$.5८७+०१७,+००//+ ४, पूर्ति समीकरण (25) 
यहाँ, . सतुलन की स्थिति में, ख55, 
तथा. #&, 8,, /2एवं ७५, ०५, ८0प्राचल हैं। 
यघपि मौग द्र॒था पूर्ति समीकरण का अभिनिर्धाएण करना सम्भव है, पसन्‍्तु दानों 
समीकर्णों के प्राचलों के प्रत्यक्ष न्यूनतम बर्ग आकलन अभिनत है। 
ये न्यूनदम वर्ग आकलक अभिनत हैं, क्योंकि कीमत मान /, (म्बतत्र चर) तथा 
त्रुटि पद (/ (अचबा ४, जो सम्भव हो) में सहसम्बन्ध पाया जाता है।? 
अतएव आश्रित चर एव म्वतत्र चर के मान त्रुटि पर्दों पर निर्भर करते हैं। अस्तु हम निरदर्श 
को निम्न प्रकार व्यक्त कर सकते हैं 
बूर "८ (026) 
प्‌+नप्प?#7 (42 7) 
यहाँ पर, चर 4७ 4, वधा 9 अपने सगत माध्यों (2८59०८८४५० प्राध्णा5) के 
विचलन रूप में व्यक्त किये पये हैं। अर्थात्‌ 
डब/ 5 24,52750 
प्रत्यक्ष न्यूनतम बर्ग विधि द्वार प्रेक्षित आँकड़ो ६ मात्रा) तथा # द्वारा माँग समीकरण 
(2 6) के प्राचन का आकलन निम्नलिखित है 


#च्फिप/फी (2 8) 


]... इस स्थिति के अभिनिर्षाण्ण दी विवेवश अग्रिम पृष्ठों में की जाएगी। 


2... पूर्व अच्यायों में हम अध्ययन कर चुके हैं कि यदि स्वतत्र चर तथा श्रुटि पद सहसन्वन्यित नहीं 
हैं ठव समाग्रया गुपाक (00&#८८४४ <ई & ह्व्ट्टान्डमणा <्युए४०००) अनभिनत हैं। 


20 अभिनिधरिण एक युगप्त्‌ समीकरण समस्याएँ 
नक्‍++-+---+-_...७2७2.......... 


>2//2977%) 
या 
हि, 
ड हनन (32 9) 
चूँकि 6 तथा के मान समीकरण (2 6) तथा (॥: 7) द्वारा एक साथ निर्धारित होते 
है, अतएव पुनणवृति प्रयोगों में # के मानो को स्थिर नहीं मात्रा जा सकता है जैसा कि हमने 
पूर्व अध्यायों में मान लिया था। 
2 का मान पूर्णरूप से ६ तथा 5 के प्ों में व्यक्त किया जा सकता है अम्तु संतुलन 
समीकरण ६ + थ, द्वारा हमे प्राप्त होता है, 


€ समीकरण (।२ 6) से सम्बन्ध 4-िए+४/ 


विए+प्रच्णए+ए (]2 40) 
अथवा #ह77 
वा चुके (2 ॥]) 
दोनो ओर & से गुणा करके योग लेने पर, 
> (7-५) > उ(ा-परा/ 2 2 
जप का शक मय [ ) 
पुन समीकरण (2 )) का वर्ग करके योग लेने पर 
क्र 3४-०३ _ डम+500/-25% (2 3) 





(०-)) (0 
समीकरण (2 22) तथा (2 !3) से 5%४ हवा 2)8४ का मात समीकरण (॥2 9) 
में रखने पर हमें प्राप्त होता है, 
>#+ 
#58# जा 
<#२- ८:५१0/(-) 
ज्पकज-2्या ०० 


पु _ वमानटक 72 24) 
58९6 डपक्किउ-रडिपा ४ 

__2४/-22? _ द्रत्यक्ष न्यूदतम बर्ग आकलन की युपपद्‌ 
(रन) उ+2-25 घ+ ! डर दे 
अभिनति है। 
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हमें ज्ञाव है कि 8 का एक सास्यिकीय वटन होता है तथा इस बटन के माध्य 
(६५॥) में प्रतिदर्श के आकार में वृद्धि (यद्यपि आकार अनन्त हो) के फलम्बरूप उच्चावचन 
नहीं होते है। इस गुण की सहाण्ता से हमें निम्नलिखित व्यजक प्राप्न होता है 











जे 
श॥िनीर(०6 सर व पल (2 5) 
प्रण-70,/-2॥ ८07 (४, छै 

यहाँ ॥ > प्रतिदर्श आजार 

0.  प्रका प्रसरण 

०, 5 #का प्रसतण 
८०४५, ४) 5 धरतथा » पारम्परिक रूप से स्वतन्त्र हों, तव 
€०7(४, ०) > 0 
अस्‍्हु, समीकरण (।2 5) को निम्न प्रकार लिखा जा सकता है 

2 

88/-48#(०-6)---२ (22 6) 


०,+०,' 

अतएव # का प्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग आकलन (8 अभिनत आकलन है तथा श्रतिदर्श 

आकाए के साथ-साथ अभिनति में कभी नहीं होती। अर्थात्‌ ( का प्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग 

आकलन अभिनत तथा असतग ([7८णराआ5४८व॥) आकलन है। चूँकि आकलित समीकरण 
युुगपत समीकरण निदर्श का एक भाग है, अत आकऋलित समीकरण सही हो सकता है। 


इसके अतिरिक्त, प्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग विधि में अभिनति निरदर्श के अन्य प्राचलों पर 
भी निर्भर होती है, उदाहरणार्थ, पूर्ति सर्मीकाण का मुणाक &। प्रमुख उपादान निदर्श में ब्रुटि 
पर्दों के प्रसरण 6५7 तथा 0५७ है। यदि 07/- 0 अथवा यदि ब्रुटि पद (५) का प्रसरण 
न्यूबतम हो तो अभिनति न्यूनतम होगी। अथांद यदि माँग फलन में त्रुटि पद नहीं हो, तब 
माँग वक्र (2 6) में प्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग विधि द्वात / का आकलन अनभिनत होता है, म्योंकि 
जव माँग वक्र में ज्रुटि पद नहीं होता है तव यह स्थिर रहता है तथा पूर्ति बक्र में द्वुटि पद 
४ के परिबर्तित मार्दों के फलस्वरूप पूर्तिवक्र स्थिए माग वक्र को विभिन्न विन्दुओं पर ब्यूटता 
है। अम्तु, प्रेक्षित आँकड्डे (बीमत ठया मात्रा का युगल) स्थिर माग फलन पर विवर्तित पूर्ति 
बक्र के कटान विन्दुओं £,, 29 अथा 87 को व्यक्त करता है (रैखाचित्र ]2 )।' यदि 
पूर्ति समीकरण में त्रुटि पद (४/ का प्रसरण शून्य के बग़बर हो अर्थात्‌ ७” 5 6, तब 
अभिनीत का मान अआधकतम होता है। अम्तु समाकरण (2 6) निम्न रूप में समानीत 
(२८५०८०८०) हो जाता है 


१४ फ्ररादव फ्रोध्चशाए358. ध्वृष्णणणा. 88 हणा-रध0 धार ("#०), था 00डट्ारव्व 
फएए26-१प्छणशधा) एडका शृच्एाथइटथइशर ए0#चचटएड३ 2078 3 डॉडश5 ड्यफाफ प्शर्ट 
(0०७०४४७(४ ए८३५॥३ 0039 ७६ ०५६थ॥०० ६0०: ७० ०७५९ छा ९३४०:४०६ 8 ३०ए9 धर 
(27) व्राढ फाषाणणण छै७$ 00एणड ्गीध्य टाएणड शा एंड डफए)7 €(ृष्खा0व ॥95 सटाए 
रक्या3802, 008 पराणाय्रत। 938 00८5 >गटव. 06 इट्कशआतं लास्ट ॥3४68 सटा0 
अ्ाबा०्ट 
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#8)2-9#०-ह) 5० (४2 77) 


यद्यपि अर्थपमितिज्ञ यह अनुभव कर सकता है कि वह मोंग बक्र का आकलन कर हा 
है, परन्तु वह इस स्थिति में पूर्ति वक्र के गुणाकों का आकलन समाप्त कर लेता हैं। 


संरचनात्मक एवं समानीत स्वरूप समीकरण 
([80ए८एश भा। ९७०००१ ए०ा एव०४७०ा5) 


अभिनिर्धारण [00ग्रा०४007) का अध्ययन कछे से पूर्व हमें इम धाराणाओं का 
अध्ययन स्पष्ट रूप से करा चाहिये जिनकी सहायता द्वारा अभिनिर्धारण समम्यों की व्याख्या 
की जाती है। उदाहरणार्थ, निम्नाकित आय निर्धाण निदर्श का अध्ययन कीजिये 


दज्च्मीडज्ण उपभोग पलन (॥2 ॥8) 
2(5<4+६ आय सर्वसमिका (2 ॥9) 
यहाँ. ८? «उपभोग व्यय 
#ल्‍आय 
4 निवेश व्यय 
(/ न्‍्यादृच्छिक विक्षोभ पद अथवा त्रुटि पर 
# >समयावधि 
6 >म्थिराक 
8 5उपभोग की सीमात प्रवृत्ति 
समीकरण (2 !8) तथा (!2 9) को सरचनात्मक समीकाण ([$7/थएशं 
&4०३४४०४) कहते है।! इस दो समीकरण निदर्श में, निवेश (/) को बाह्य रूप से निर्धारित 
अनेक स्याओं का समुच्चय माना जाता है। उदाहरणार्थ, निवेश ((? का मात लोक 
प्राधिकरणों (000॥0 #&७(॥०70८३) द्वारा निर्धारित किया जा सकता है जो ("तथा ३१6 
से स्वतनत्र हो तब हम ८ तथा 9 को आतर चर (छ00टढ८४९०७५ ध्गा8णे८5) तथा 
4 को बाह्य चर (8/02७॥००७$ ५»906) में वर्गीकृत करते हैं। 
'िदर्श का समानीत स्वरूप [7९१७८०८१ ई०गा)) के अन्तर्गत आतर चर को बाह्य 
चर के पर्दों में व्यक्त किया जाता है। आतर चर वे चर हैं जिनका मान, संतुलन की दशा 
में, निर्श के समीकरणों के हल के रूप में साथ-साथ निर्धारित किया जाता है। 





द्रनिपादर्ति के 

।.. संरचनात्मक समीकरण आर्थिक समस्याओं के उचित हल हेतु निर्मित शथा प्रतिपादति निदर्शो 

समीकाणों दी व्यवस्था को सरचना कहते हैं। चूँकि ये समीकरण अर्वव्यवम्था के विषय में धूर्ण झात प्रदान 
करते हैं, अत इन्हें सरदनात्मक समीक्णण कहते हैं। यदि निदर्श में प्रयुक्त किसी ध्राचल वो एक हल 
मान प्रदान किया जाये दब बह समीकरण सरथना समीकरण बहलाता है। इसके विपरीद यदि प्राच' 
मिल्वित मान प्रदान नहीं किया बाय तो समीकरणों को दिदर्श झमौकरण कहा साता है। 
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के समान अमगत नहीं है। अर्थात्‌ अद्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग विधि द्वारा प्राप्त आकलक अभिनत 
तथा सगत हैं।! 


अभिनिर्धारण 
[[ठध्णासस्शिाणा) 


सर्वप्रथम माँग विश्लेषण के सदर्भ में प्रो बर्किंग [2० एज) ने 
अभिनिर्धाएण की समस्या को मान्यता प्रदान की। हावेल्मी (488४८००) ने उपभोग के 
युगपतू समीकरण के न्यूनतम वर्ग आकलन की अभिनति का अध्ययन किया तथा अप्रत्यक्ष 
न्यूनतम बर्ग विधि को प्रस्तुत किया। कॉले आयोग (00७/७५ (0०घ्ग्रा5४०॥) द्वार प्रथम 
शिकागो विश्वविद्यालय में तत्पश्चात्‌ येल विश्वविद्यालय में अभिनिर्धाएण एवं युगपतू 
समीकरण के आकलन की समस्याओं पर महत्त्वपूर्ण कार्य किया। कॉले सस्था के तत्वावधान 
में कृपमैन. ((00कणश5), ब्रोगफम्ब्रीनी ([छाण्ाध्याफालयथा) शिरनोफ 
(९४८००) एवं डिविन्सकी (५॥5:५) तयारूबिन (२४०४) आदि अर्धमितिय्ञों 
का कार्य सशहनीय है। धील [वर0)) ने कॉले शोध द्वाण प्रदत्त विभिन्न आकलन विधियों 
का सामान्यीकरण किया तथा उनको £ वर्ग आकलक ((-(35$$ ६६ए080७$) की सज्ञा 
प्रदान की। तत्पश्चात्‌ जेलया (7शाएश/) एवं थील (92) ने अन्य आकलब विधि 
का विकास किया जिसे त्रिचरण न्यूनतम वर्ग ([॥7०४-$(७९८ ,239 $0५0थ९७) कहते 
हैं। फ्रिशर (757८:) ने रेखीय समीकरणों हेतु अभिनिर्धाएण की समस्या के अध्ययन का 
ओरेखीय समीकरणों हेतु उपयोग किया। अर्थमिति सम्बन्धी अधिकाश पाठ्य पुस्तकों में 
(उदाहरणार्थ, टिंटनर, काइन, जोहन्सटव, गोल्डबर्गर, काने, क्राइस्ट तथा बोनाकोट एवं 
बोनाकोट द्वांत लिखित पुस्तकों में) अभिनिर्धारण तथा युगपत्‌ समीकरण की समस्याओं को 
पर्याप्त स्थान दिया गया है। समर (5ण्गगग७7$) ने मान्‍्टे कार्लों (096 0०) 
तकमीक (अर्थात्‌ प्रयोगों के अभिकलित्र अनुरूपण) द्वाए इत आकलरकों की प्रतिचयन 
विशेषताओं का अध्ययन किया है। 


अभिनिर्षारण के विषय क्षेत्र एवं प्रकृति का आभाम्न हर्म अर्थमितिज्ञों द्वाग प्रस्तुत 
अभिनिर्धारण की परिभाषाओं से प्राप्त हो सकता है 


जे जॉन्सटन के अनुसार- अभिज्ञान सरचना प्राचलों को परिकलन के की एक 
समस्या है।* 





4... पिरोष अध्ययत उद्त्वक्ष न्यूनतम वर्भ विधि के अस्तर्गत कीजिए। 


(0. पच्पष्रीवक्षाण छ इंटीडिव्पे बड एड जाएगेदा ० ००तएच्फाड सेट ज्यवारव्लत दर शेड 
उप्फ्लाणट: भजय। 28 फा23म०८४ ॥0- 952 &6029/26. 2. 60$24005 05. ऐ९ 


:॥00६00००ए४३ र/80|४3 ॥0ए ६ एअग्ययटाथ३ ण 0 0 6॥॥00 (:८ए०:5 
मर जन >उ 2०कक्राण, 
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क्लाइन के अनुसार- यदि प्रत्येक सरचनात्मक समीकरण केवल एकल आतर चर सहित 
पूर्वनिर्धारत चरों के फलन के रूप में व्यक्त किया जा सकता है तथा इन व्युत्पादित प्मीकणों 
में साह्यिकीय दृष्टिकोण से कोई भी समीकरण समान द्वृष्टि गोचर न होती हो तब सम्नन्धों 
का पूर्ण समुदाय अभिनिर्धाएणीय [9827987490)8) है। 


समीकरण सपुदाय हेतु अनन्य (एग्रापु०७) मान एवं निश्चित बक़़ की खोज करना 
औचित्यपूर्ण है। उदाहरणार्थ, माँग तथा पूर्ति वक्रों द्वारा अनन्य कीमत निर्धारण को आर्थिक 
अभिनिर्धारण की समस्या माना जाता है। यदि माँग वक्र तथा यूर्ति वक्र निश्चित नहीं है, 
अर्थात्‌ इनमें समयानुसार अन्य चर्रों (जैसे आय तथा अन्य वस्तुओं के मूल्य आदि) में परिवर्तन 
के फलस्वरूप परिवर्तन नहीं होता है, तव अनन्य कीमत ज्ञात नहीं की जा सकती है। इस 
स्थिति में यह कहा जाता है कि समीकरण समुदाय अभिनिर्धारणीय नहीं है। यहाँ निश्चित 
शब्द का तात्पर्य यह है कि हमें वक्र का ढाल ज्ञात है। 


क्राइस्ट के अनुसार- किसी ज्ञात निदर्श एबं उपलब्ध आँकडों के सापेक्ष सरचना 
को अभिनिर्धारणीय मात्रा जाता है, यदि और केवल यदि, एक साचना इस प्रकार की है, 
जो कि निदर्श तथा सएचना के समक स्वीकार्य समुच्चय?, दोनों रूप में विद्यमान है।? 


सक्षेप में, अभिनिर्धाएणण की समस्या सरचलतात्मक प्राचलों को स्पष्ट रूप में प्राए करना 


है।* 

सरचनात्मक समीकरण के प्राचलों का आकलन करे हेतु अप्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग विधि 
का उपयोग पब ही किया जा सकता है, जब कि समीकरणों के प्राचलों का अभिनिर्धारण 
सम्भव है ) सरचनात्मक समीकरण के प्राचलों का सही अभिनिर्धारण तव ही सम्भव है, जबकि 
ससचनात्मक प्राचल स्पष्ट रूप में प्राचलों के समानीत स्वरूप के किसी समुच्चय से ब्युत्पादित 
किये जा सकते हों। यह प्रक्रिया कुछ क्लातिकर हो सकती है। अस्तु सही अभिनिर्धारण 
(808८ ॥060060209) हैतु एक अन्य नियम है, जिमकों गणना नियम (00008 
गणों८) कहते है। यह नियम बहुत सरल है। यह नियम केवल तब ही पूर्ण होता है, जबकि 
समीकरण अभिनिर्धारणीय हो। 


]. *व च्वणी डपण्पाणवां ४२००७ण० ८द0 ७८ ध्यपाएय ध्या! 8 8082 <:ए०६८720५७ रथ 
दाफा2३$5८ए 35 3 7७००४ रे फःध्ठलंशा।॥7९४ रचा8&)/88 207९ ६8 7076 ० [6568 
एशसर०प ल्वुष्ा०णा5 00६ 008 8३७० प00॥ 8 ४203:4] 900७7 0६ ३६५५, १९8 /थ 839 रह 
० 0णाएए८४ 3) प्रथा पर ा॥00शीफ छ एध्यारीि,' >.ज, पल 


2-77 यवि हसचताएँ प्रेषित क्मकों के हगव होती हैं ठब उन्हें समक म्वीकार्य स्मचग्राएँ कहते हैं। वह छचना 
जिसके अनुरूप निर्दर्श समीकरण होठा है, वह निदर्श स्वीवार्य वहलाती हैं। 


3. /(# अपप्रताग्रए 54८०४ ध्यप एव [० व छात्दा प्रणव 82 4 हारप्य 076 ए ५४7०, 
मर 00 णाँ॥ एई, फिशार छ धाथ्ला। णाढ हाफ्शणल ऐछ एटाजाएड 00 एण)) ॥6 029, 
3९कराड्शा[९ इशे ०६ डफएट्शफल आ5 छा०उल,ा -+फ्राश 


4... 4 छर्मिवभाणय 5 8 छ/०6/६फ रण हलंपवड एफ एग्क्याड/दवड प्गाए0एं व्याँडाएां 


207 अधभिनिषया एवं द्ाजद सम्ज्रण समच्यई 
डेघत३ वी त-_..... 
अभिनिर्धारा की समस्या की दी जा लए व्याख्या के उन्ता त निम्न कित ठीन ब्वितियी 
हो सकती हैं 
(॥) सही अप्रिनिधरा (8:8८ 028४7८३००४) 
(2) अति-अमिनिधारा (05४ [ठंटएव्वत०0) 
(3) अव-अभिनिर्घरा [08227 702077०३४५७०४) 


सही अमिनिषरण (६2८६ 705एपरह्टा00) 

संरचनत्मक स्मीकरा का सही अभिनिर्धारए कवच ठव हा सम्मव है जबकि स्मौकरप 
मे अपवर्जित [5४09/0528) चर (देलों आर एवं बाह्य) वी सख्या ऋरचतत्मक सीकर 
की सछ्या से एक कम हों।/ 

इस प्राएली के अर्न्टात प्रत्यक्ष सरचनात्यक प्राचल का एक और केवल एक मान होटा 
है। पान लो निम्नलिखित सनी क्रा शत हैं 


2950/।4+2/27 माँग सूमी करा (72 22) 
4्‌:02/2+ 7-4 ४6 पूर्ति समीकरण (72 2) 


ये मूल समौकरा हैं, इसको सरदपात्मक समक्रा कटा जता है। प्रचल 8,, 8,2 
82/, 822 सरचनात्मक प्रष्चल हैं। 

दोनों समीकरण में 9 तया 4 आतर चर हैं, /टदा #/वाष्म चर हैं। 

स्ित स्वरूप सर्मैक्या प्रा क्ले हेतु अन्तर चर को वष्म चर्से के परें में व्यत्त 
क्या जता है 

समीक्राय (2 23) से ६ का मान सर्मझरा (2 22) में रखमे पर हमें परत होता 


है, 
20/8/82॥9-2-7+2/22 
#0,/02/7+0//0227-८:27 
अबवा ([7-09/4082/)758//0227+0॥27 
2//02 82 
अदवा हजार ॥+---+- 3 (]2 24) 
-0०५/० 4>०/:००+ 
इसी प्रकार सी क्रय (2 22) से 4 का मात रूमैकरा (2.2)) में एखने पर प्रात होटा 
है, 





)... इस रियम के असुरूप अन्‍य नियन बह है कि सरचनत्पक स्मकरण रा इुट उदिकिप्सेज केवल स्य डी 
फम्मव है, बडके अप्वर्कित बाइः चर स्ये ल्दया अस्टर्तिट 202८०) आत्टर चोर दी ल्ददा से एक 


कम हो। 
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022 8/202/ 
न्जस फ्ाटधश | 82 25 
ह 70४ 7-0७) पड की) 


समीकरण (2 24) तथा (2 25) सक्षिप्त स्वरूप समीकरण है। 
यदि प्रभी बाह्म चर पर प्रत्येक आत्य चा का प्रप्ताश्रवण करते है, तब संक्षिप्त 


समीकरण्णों के निम्नलिखित आकलन उपलब्ध होते है 
2८#+87 (2 26) 
१ 28 ५ (82 27) 
यहाँ ०,0, ;तवा »आकलित प्राचल है। 
तुलना करने पर, 
थर्ड 0//222 श्री: 8/2 





7-8/022/. . 7-8//8/ 


६22 2/202/ 
॥ औ+-ाप5 (६2 28) 
ब००//९७/.._ -१/९2/ 





४4५ 


समीकरण (]2 28) द्वार सरचनात्मक प्राचलों के आकलित मान निल्न प्रकार हैं 


9 * ९ 
न्‍ै 
&. 32524 
27 २ $ 
(3 
श्शत्ड 


अथवा 2७ 7-7 
१4 


चूँकि यहा प्रत्येक प्राचल का केवल एक मान प्राप्त होता है, अथवा चूँकि सीयक्रणों 
की सख्या 2 है तथा सरचवात्मक समीकरण में से एक चर को अपवर्जित करने पर सक्षिप्त 
स्वरूप प्राप्त होता है। अस्तु समीकरण समुदाय (निरदर्श) बास्तविक्र रूप में अभिनिर्धाएणीय 
है। 
अति-अभिनिर्धाएण (05४८३ [0८॥रए०5घ०7) 

इस प्रणाली के अन्तर्गत एक सरचनात्मक प्राचल के एक से अधिक मान प्रात होते हैं। 
अस्तु इस प्रणाली को अति-अभिनिर्धारण कहते हैं। निम्नलिखित सरचनत्मक समीकरणों का 


209 अभफिनि्धाप्य एवं बुगफत सर्मीझरण समस्याएँ 
कक ््_तक्‍8क्‍तक्‍ककक्‍तईइब0...त6.080ह8हकह8|े ौ#ौौौौ॒ौर 


अध्ययन वीजिये 


250/4९:27 (2 29) 
4-९2,9+822#7+0:2 (2 30) 
यहा $ तथा ६ आतर चर हैं एवं #,४/ तथा 2 वाद्य चा हैं। सद्रित अथया 

लय॒ुकरणात्मक स्वरूप समीकरण निप्ल प्रकार है 





>. 2//0:2 0//099 82 
2522, ४५ 2-2 ४ (2 33) 
4-8//602/ 4-89//82/ 4-0//02/ 
फ+य 2-2 ७ (2 32) 





70,080 . 7-8//68 
यदि प्रत्येक आतर चर का समस्त बाह्य चऐ पर समाग्यण लिया जाय, हब 
लपुकशणात्मक म्वरूप समीकरणों के निम्नाकित आकलन प्राप्त होते हैं 
7-08 +६2+67 (22 33) 
बच्ध/+ट+ 2 (42 34) 
यहाँ ०,8४०,६टेग आक्लित गुणाओ हैं। 
तुलना करने पर हमे प्रान्न होता है, 


बंडड 26 022 
-0॥02/. 4-0//02/ 
न खशत >_ शिया (2 35) 
47-8//02/. -0//02/ 
8/2 > _2/202/ 
4>०6//६2/. -९/(२/ 


दर 
गच 


आकलित गुणाओं क पर्दों मं सरचतात्मक प्राचता के ऑकलन निस् प्रकार हैं 


6 ड का 
धन 4 ब्ल््फिट 

2 
29 ज् ३. 5 2 न 
! 8 द #8 


अस्तु, 8,2 के तीन विभित्र आकलन टया 823 के दो विभित्र आकलन प्रात हेते हैं। 
दे तरिभिन्न आकलन प्राव ध्मात नहीं होते हैं। इसमें मे किसी आकलन का चदत करने की 
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कोई उचित विधि नहीं है। अतएवं यह निरर्श अति अभिनिर्धाप्त (0+द-एचयाप०7) 
है+ 


अब-अभिनिर्धारण [(ा0थ [66॥004्ञाणा)) 


यदि समम्त प्राचलों का आकलन सम्भव नहीं हो तो तब इस स्थिति में निर्दर्श 
अब-अभिनिर्धारित (700 ॥027॥20) है। अथात्‌ सक्षिप्त स्वरूप प्राचलों द्राग प्रत्येक 
सरचतात्मक प्राचलों का आकलन अमम्भव है। किसी भी प्राचल का आकलन सम्भव नहीं 
होने की स्थिति की कभी-कभी अन-अभिनिर्धारित (१४० 0277786) भी कहा जा सकता 
है। 


पूर्व बर्णित गणना नियम द्वाय सही-अभिनिर्धारित, अति-अभिर्धारित तथा 
अब॑-अभिनिर्धरित प्रणाली हेतु पर्याप्त शर्त प्रदाव की जाती है। यह नियम निम्न प्रकार है 


समीकरण प्रणाली में चरों की कुल सख्या- प्रत्येक समीकरण मेंचरों की सख्या 5 
समीकरण प्रणाली में आतर चरों की सख्या- 
यदि यह नियम लागू होता है, तब निदर्श का अभिनिर्धाएण सम्भव है। यदि यह नियम 
लापू नहीं होता, तब निदर्श अति अभिनिर्धारित है अथवा अब-अभिनिर्धारित हैं। 
युगपत समीकरण प्रणाली के प्राचलों के आकलन की विधियों 
(0४९८४005 ० एद्रशाबा07 0० ऐड एथग्याटाधा5 0 धाप्र।800005 
एछवम्थाणा 5,2८5) 
उपरोक्त विवेचन द्वाए अभिनिर्धारण की मूलभूत घारणाओं का स्पष्टीकरण होता है। परन्तु 
युगपत्‌ समीकरण निदर्श के विशेष विवरण में अनेकों अन्य चर भी निहित होते है। अब हम 
प्राचीन सरल किंजियन आय निर्धारण निदर्श का अध्ययन करेंगे। इस निदर्श में एक उपभोफलन 
तथा एक आय सर्वप्तमिका सम्मिलित हैं।उपभोग को आय का फलन मानागया है 


टुत्कम0ै0+0०, (2 36) 


आय, उपभोग तथा अनुपभोग व्यय (एणा-"णा5णाएगणा ०फुदा॥॥ए्८) का 
योग है 


7:5८ (42 37) 


यहाँ ८; >उपभोग 
३६ 5 आय 
5 5 अनुपभोग व्यय 


व. | उठा॒न॥0त॥ 20070णथ72८ ैश।005 (79फष्टा 9 


48 अपिनिधरिण एप दुशपद्‌ समीकरण समस्याएं 
लाल मल 2 आज बीज नकद 8202 094४3 कक 4802 


को निदर्श के बाहर निर्धारित किया जाता है। उदाहरणार्थ, 2वो ८ तथा 9से म्यतत्र 
रूप में सरकार द्वारा निर्धारित किया जा मकता है। अस्तु टतवा ९ आत्र का एव 2ब्ा 
चर है। 


यदि हम यह मा्ले कि अनुपभोग व्यय, 2 आय के स्तर में हुए नयत्र फीय्ओों 
एव ब्याज कीदर ५) से प्रभायित होता है, तब 

इस निया में तृतीय सम्बध 

2, * #१, /-१४ 20 +5 %+४ 

सम्मिलित करने हेतु इसका विम्तार सरलापूर्वर क्या जा सकता हैं। 


वहाँ ), वो बाह्य चर मात लिया जाता है। अब हमारे विदर्ण में तीन अन्तर्जात चर्गा 
(८, ४ ठथा 2 के पदों में तीन समीकरण हैं। सामान्य रूप में, हम उतने समीकरण परिभाषित 
का सकते हैं, जितने अतर्जात चर विद्यमान हैं। 

सरलठा हेतु हम 2 को वहिर्जात चर मान लद॑ हैं तथा दो समीररण (2 36 ) ठथा 
(2 37) प्रणाली का अध्ययन करते हैं। यहाँ विक्षाभ पद ४, वी निम्ताक्ित खिपताएँ हैं 


&0,) * [| 0प्रत्येक /के लिये (22 38) 
४, ४८...) * | 05२ 0वथा प्रत्येक /के लिये 
6 8 * 86वा प्रत्येक ।के लिये (02 39) 


हथा 2 एवं ६ साक्ष्यिरीय हूप में स्वतस्त हैं। 

अर्थॉद्‌ इन मान्यताओं द्वार विषम विचालिता हथा म्व सहमम्बध को दूर कर दिया 
गया है। अत अब हमारे ममल उपभोट्फलन (2 36) के प्राचलों के उठम अफलस प्रा 
काने वी समस्या है। इसके लिए सर्प्रथम ("तथा £# पर सगल न्यूनतम वर्ग रिधि का प्रयोग 
करते हैं 
सरल न्यूनतम यर्म विधि (५जा0/० [९४३ 540०5 ०६४००) 

सरल न्यूनतम यर्ग विधि के वियिसगत प्रयोग हेतु केवल हवा 27 की स्वल्यता वा 
प्रेत शेष रहता हैं। समीकरण (2 36) से ("का मार समीकरा (॥2 37) में रखने पर, आन 
होता है, 

#ल्‍०७+१7/+2+८ 

2.2 
अथवा 6 #प 22-5५ 


न 
बनी नी. /+क 


>_० ५ 2&०)*0 
इसके अतिरिक्त (१९) उक्ाज 2 
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तथा. ८००(७ >>च्ा(ए-8०))(४-879))7 
न्5(०/९-४०/ 


3250 /% - ७ “| 
हल । 8 2.2 मु पट जार 
/ 87+फाकऊ7 
ब्छ 0-४. 
-) 

्ः 2 2 

उ&7४ । 

रा 

रः ज्ज 0 बहा 67 ०१) 


अतए॒व (/ एवं ४८ स्वतत््र नहीं है। अस्तु, ब्रुटिपद //ठथा समाश्रय (२०९8०४४०:) 
के मध्य सहसम्बन्ध होता है, जबकि आकलित किया जाने बाला समीकरण सम्पूर्ण युगपत्‌ 
समीकरण प्रणाली का एक भाग हो। जैस्ता कि पूर्व अध्यायों में अध्ययन किया जा चुका है, 
उपभोग फलन (]2 35) में प्तल न्यूनतम वर्म विधि द्वाण प्रदत्त & तथा 8 के आकलक 
अनपिनत नहीं होंगे। इसको युगपत्‌ अभिनति (5ग0/9९005 885) कहते है। इसमें 
प्रतिदर्ण का आकार निश्चित होहा है। पुन सरल न्यूनतम वर्ग आकलन सगत भी नहीं है, 
क्योंकि अपसिमित प्रतिदर्श आक्रार की स्थिति में भी अभिनति विद्यमान रहती है। 


इसको स्पष्ट कले हेतु समीकरण (१2 36) तथा (2 2) को ४, हथा ८; के पं 
में हल करते हैं 


८ 2, (, 
हा 0 अं 40 
एफ (2 40) 


८-- 7, ? 2, :3| 
/पफउक पक (250 
सपीकरण (2 40) तथा (१2 4]) के द्वात योग करने पर प्राप्त होता है, 


। 
१८॥ 
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करते हैं 
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6 ँः 
शी मज आ पी 
87५7 92 42) 


-5 + 2, छ (2 43) 


४-४ <->- (2.-2)--. (०७-७/ (42 44) 
पा की का 
समीक्ररण (82 43) को समीकरण ]2 4 में से घटाने पर, 
8 
+€ व-ीज दि 2 45 
५-० 7+ 2०73 /५ ए (2 45) 
प्रह्ीकों में परिवर्तन करने पर, 
०१७ 
७-८5८ 
य्ल्थीर 
ण्नसचय 
तब द्वितीय क्रम के घूर्ते [822000 0ाएंश प्राण्प्राथण5) को निम्न प्रकार परिभपित 


गा 
अथवा हट >द-00७-१ 


इसी प्रकार गधा च( 5-०7 


अर्थमितीय निरदर्श शव 





तथा इसी प्रकार अन्य द्वितीय क्रम के धूर्ण परिभाषित किये जा सकते हैं। प्रासगिक मान 
रखने पर प्राप्त होता है, 


फिट 523 । 
#एन्कक् लत तक तक (मी ह) 


हिल 2 हु 
तथा ए्फत्ज्कः बला ए०/] कुल (2 47) 


पुत्र #के न्यूनतम वर्ग आकलक छ का मात निम्नलिखित है, 


8 हि 
गा 
समीकरण (2 46) तथा (2 47) से मान रखने पर, 


0०+7#670५/+77५ 
॥5/77,./207./ 


प्रान्यतातुसार यदि क -+८८, तब ५७ +0, ७,,, +० 27४ +४,, + स्थिराक # 
इस प्रकार, 
/< #िए+ ० 
फ्पण्कत 
7-०० 
_#िए/+/+07-867 


6 
777० 


>> 00:४०7+०(7-8) 


पढे 
77220 


हम 2(7-8) 
आफ्+ा 


अत जब तक 6 </8 < 4, तब तक इस व्यजक के दायें पक्ष के द्वितीय पद का मान 
घनात्मक होगा। इसका अर्थ यह है कि 8 के सरत न्यूनतम वा आकलक में धनात्मक 
अभिनति ([8/8550 ए/श&:0) है इस युगपत्‌ अभिनत का प्रतिदर्श के आकार में वृद्धि करके 
विलोप नहीं किया जा सकता है। 
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न+-+++++>ततनतत>तमत+_._.00"0ह..म......0ै0...ै 


अप्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग विधि (7076८ [८४७ 5द7/८४ ]/०४००७) 


हम अध्ययन कर चुके हैं कि त्रुटिपद तथा समाश्रय [ए८९7८४४०४), ५ के म्रध्य 
सहसम्बन्ध के फलम्वरूप उपभोग फलन (2 36) के अनभिवत आकलक प्राप्त करे में 
समम्या उत्त्र होती है। इस समस्या के समाधान हेतु वैकल्पिक विधि की खोज काना 
स्वाभाविक है। अप्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग विधि द्वारा सगत आकलक प्रात क्यि जा सकते हैं। 
इस विधि का आर्थिक तथा साख्विकीय रिर्वचन अत्यधिक उपयोगी है। अप्रत्यक्ष न्यूनम 
वर्ग विधि की व्यूह रचना (508692,) यह है कि यदि ("का 9 प्र समाश्रयण ज्ञात के 
में ७ ठथा ॥/ के मध्य सहसम्बन्ध पाया जाता है, तव ("का समाग्रयण अन्य चर पर 
ज्ञात क्या जा सकता है, जहाँ 2, ठुटि पद 0 से सहसम्बन्धित नहीं है। 
इस विधि का प्रथम चरण यह है कि समीकरणों के यूल सचय को (जिसे 'सरचनात्मक 
स्वरूप! कहते हैं) लघुकरणात्मक स्वरूप में परिवर्तित किया जाये। अर्थात्‌ समीकरण समुदाय 
को अन्तर्जात चरें के लिये वहिर्जाव चरों दथा त्रुटिपरदों के रूप में हल किया जावे। 
यह विधि केवल उन सरचमात्मक समीकरणों पर ही लागू होती है जिनका सही 
अभिनिर्धारण सम्भव है। अप्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग विधि को समझने हेतु वीन्स के आय निर्धारण 
निदर्श का अध्ययन करेंगे। 
€८0+9+०, 
कद सरचनात्मक स्वरूप 
इस निदर्श को ("तथा ४के लिये हल करने पर, 
५ 


द्पफ४.. 0248) 


>> हुए 
दर प 
री 


जि 


पे 


ब् 5 


हम 


7 ७. ((2 49] सपुक्रात्मक स्वरूप 


गा 


ट 


5 
पर उ७े 


, 


6 8 74 लपुकरणात्यक मुणाक 

यहा उ8 7४ 7+ लघुकरणात्मक स्वरूप गुणाक हैं। 
लघुकरणात्मक समीकरण यह म्पष्ट करता है कि बहिजाद निवेश 2 (अपुप्भोग व्यय) 
किस प्रकार उपभोग ("तथा आय ४ को प्रभावित करता है। उदाहरार्थ, समीकरण (72 43) 
द्वार स्पष्ट है कि निवेश में एक रुपया वृद्धि के फलस्वरूप आय में (//(7-#)) वृद्धि होती 
है। यह लघुकरणात्मक स्वरूप गुणाक हीं प्रसिद्ध निवेश गुणाक मता गया है। वहाँ #उपभोए 
वी सीमात प्रवृत्ति है। इसी प्रकार समीकरण [2 ४8 में 2 का गुशाक भी युपक है, जोकि 
यह व्यक्त करता है कि निबेश में एक रुपया वृद्धि होने पर उपभोग में [8/(7-9)7 वृद्धि 
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होती है। सामान्यत लघुकरणात्मक म्वरूप किमी बहिर्जात चर में परिवर्तन के फलम्बरूप 
अन्तर्जात चर में हुए सन्तुलन प्रभाव को व्यक्त करता है। 


साघ्यिकीयविद्‌ एवं अर्थशास््री दोनों की ही लघुकरणात्मक स्वरूप में अभिरुचि होती 
है। साल्यिकीविद्‌ को यह लाभ है कि मूल ससचनात्मक स्वरूप में प्राचलों के आकलन हेतु 
उसको लघुकरणात्मक स्वरूप का आकलन करना पड़ता है, यद्यपि मूल सरचनात्मक स्वरूप 
को अन्य विधियों द्वात आकलित किया जा सकता है, परन्तु अर्थशाम्त्री को नीति सम्बन्धी 
प्रश्नों का उत्तर देने के लिए लघुकरणात्मक स्वरूप की आवश्यकता होती है। 


मानलो हमें समीकरण (2 %) के प्राचल & तथा 8 का आकलन कामे वी 
आवश्यकता होती है। समीकरण (2 48) तथा (2 49) प्मरानीत स्वरूप में है, इनमें से किसी 
भी एक समीकरण का आकलन करने की आवश्यकता है, चूंकि प्रचनात्मक समीकरण के 
दोनों प्राचल «& तथा | कसी भी एक समीकरण द्वारा ज्ञात किये जा सकते है। यहा केवल 
एक बाह्य चर (2,) है। 

चूँकि ब्रुटिपद (४; का एक स्थिर गुणनखण्ड है, तथा 2 से स्वतत्र है। अतएब साधारण 
न्यूबदम वर्ग आकलक सगत आकलक हेंगे। मानलो हम निवेश 2, पर उपभोग ८; का 
समाश्रयण समीकरण निम्न प्रकार लिखते है 


0-4+थ्ट, (32 50) 
गहाँ & तथा 6 लघुकाएणात्मक म्वरूप (2 48) के आकलित प्राचल है। अर्थात्‌ 


8«-९. तथा 8 _?_. ]2 57 
7 7 ( ) 
यहाँ 6तथा 8सरचनात्मक प्राचलों 6 तथा 8के आकलक है। 


सम्रीकरण (25) को & तथा # हेतु 8 तथा & के पर्दों में हल करने पर प्राप्त 
होता है, 


] [4 
2252 कि 2 52 
(का 4 का] +2228 
समीकरण (च्ध्रल्श्ट (42 53) 


द्वार प्राचलों ८ तथा 8 के न्यूनतम वर्ग आकलन श्रेप्ठतम रेखीय अनभिनत आकलन 
(छाए) होंगे। अर्थात्‌, 


बंध एल __ ५ प्रेष्तप अनधिवव आकलक [82 54) 
मप्र 4-) 


था अभिनिधाए एव युप्पत्‌ समीझाएं समस्याएं 
्ौछकककक्+-+-__""...ह-ह/... 


हे ्प पका श्रेष्ठतम रेख-य अनभिनत आकलक (॥१ $$) 


जा; (.-ह, तथा 6 2: 
ढ़ टीध८ज८ट 8 --+ का गास मार्कोत्र आकलक [63055 १७)०६ 


॥ ८ न 
&5075:0$) कहा जाता है। 
समीकरण (2 54) तथा (2 55) को ७ तथा 8 के आकलक्ो हेतु हल किया जा 
सकता है। 





४-8 __?. 
का 7-5 
अधघवा का नी) 
अथवा गा; या न्‍ीआी 
किक (2 56) 
ह..+77१ 
हर को सरल करते हेतु समसमिका 
#७च८फ्ट 
का अध्ययन कीजिये। 
समस्त चर के साथ 22 का सहप्रसरण (00०५थाआ९८) लेने पए, 
ग्रा- " फाटताए._ (2 57) 
(2 56) में एफने पर, 
27 (2 58) 
77 
इसी प्रझा.. 6-४८: बट (82 59) 


हर 
आकलक (]2 58) तथा (2 59) यद्यपि अनभिनत आकलकों द्वग ज्ञात क्ये गये हैं, 
पण्तु ये सरचनात्मक प्राचलों 6 तथा 8के अनभिगत आक्लक नहीं हो सफ्ते। 
उदाहरण- निम्नाकित साधाकरण गाष्टीय आय निदर्श का अध्ययन कीजिये 


(|("छ+9 
इन्ट्मा 

यहाँ ८ उपभोग व्यय 
<+ राष्ट्रीय आय 
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पर 
(ब) आए में परियर्तन के साथ उपभा” ८ कितया परयर्टन होता है 
(से) नियत यूज स्लिना है? 

हल- शत है कि सगब्नासर स्माह्णा, 


८-ध्ऋी)! उप्भाण फलन ) 
४-८५ आउ सर्यसमिका (0) 


सर्मीक्गा () में सर्मझार (0] से /”का मान एखन पर, 


अब 


अबया 


>६+9,(+५/) 
<-#-ट्था 
_८ , 


(5 7 के ये 


[॥0) 


समीकराप (गा) से ८'का मात समीकरण (2) में रखने पर, 


अथवा 


_ पद 8 
री आए आज 
का... 
५8 अत 


ह 6 जड़ 7+ (0५) 


समीकरण (0) तथा (५) ही समीकरण [॥) तथा (#) के लउ॒करणात्मक स्वरप है 
लपुकरनात्मक स्वरूप इस प्रकार अनुमानित हैं, 


(5709+2 / श् 
॥#॥<70+34 (श) 
(अ) अम्तु 6टथा 8 के आकलन हेतु ममीकरण [704) तथा [४) की सहायता से, 
[24 
540---- तथा 8-25 
झा नी 


अथया 
अथया 


अबवबा 


दच्य07-#वया £-2(7-8 
(ं72(7-2/9) दया 8545 


6-/%9 ठथा.. #-45 
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(ब) समीकरण (॥) में &तथा #के आक्लित मान रखने पर हमें प्राप्त होता है, 
१2 
| ठ्ु नम 8 
इस समाश्रयण रखा से स्पष्ट है कि आय (9) के प्रति इकाई वृद्धि के फलस्वरूप उपभोग 
में // इकाई (अथवा 66 प्रतिशत लगभग) वृद्धि होती है। 


(प्र) स्मीक्एण (।५) से स्पष्ट है कि निवेश में एक इकाई वृद्धि के फलस्वरूप आय 
मे ///-9 की वृद्धि होती है। लघुकरणात्मक स्वरूप गुणाक (//(2-86)) परिचित निवेश 
गुणक माना गया है, यहाँ 8 उपभोग की सीमात प्रवृत्ति है, अत निवेश गुणक का मान 
4/-4/१53है। 

इसी प्रकार समीकरण (॥7) में निवेश (/) का गुणाक 5/(-8) नियेश है, जो कि 
निवेश में एक इकाई वृद्धि के फलस्वरूप उपभोग को प्रभावित करने बाले प्रभाव को ब्यक्त 
करता है। इसका मान 2 के बराबर है। 


अस्‍्तु, लघुऋरणात्मक स्वरूप समीकरण स्पष्ट रूप से यह व्यक्त करते है कि निवेश 
उपभोग तथा आय को कैसे प्रभावित करता है। 


द्वि-स्तरीय न्यूनतम थर्म विधि (४४० ४98९ ,८४७ $५०४४८५ ४८४००) 


युगपत्‌ समीकरण निदर्श के किसी एक समीकरण का आकलन करने पर युगपत्‌ 
अभिनति की प्मस्या उत्पन्न होती है। इसका कारण ब्रुटिपएद तथा स्वतत्र चर के मध्य 
सहसम्बन्ध का विद्यमान रहना है। उदाहरणार्थ, उपभोग फलन (॥2 36) में विक्षोपपद (/तथा 
व्याख्यात्मम चर १ के मध्य सहसम्बन्ध। इस स्थिति में अप्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग विधि का 
उपयोग प्राय किया जाता है। पल्तु द्वि-स्तरीय न्यूनतम वार्ग विधि सामान्य रूप में प्रयोग की 
जाती है। इस विधि के अनुसार यदि स्वतन्त्र चर (१) को किसी प्रकार श्रुटिपद (/से असम्पद्ध 
बर दिया जाये कब साधाएण न्यूततम वर्ग विधि द्वार उचित आकलक प्राप्त किये जा सकते 
है इसके लिये सर्वप्रथम ॥/ का न्यूनतम वर्ग समरोश्रयण केवल बहिर्जात चर (2) पर लिया 
जाता है, तेत्पश्वात्‌ मूल समीकरण में १” कों इसके आकलित मान द्वार प्रतिम्थापित किया 
जाता है तथा पुन निर्मित समीकरण पर न्यूनतम वर्ष रिथि का उपयोग जिया जाता है। 


गणितीय रूप में, मूल निदर्श निम्न प्रकार है 


€4०792,+८ 
अऋच्दत्य 


प्रधम न्यूनतम धर्म चरण के अन्तर्गत 
१न्ग+ब>्टक्ट (22 60) 
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का परिकलन किया जाता है 


यहा ६० 8 
7८ 


बन जब्स्ट (2 6) 
४; का आकलित मान निन्न प्रकार है 

सेन्पा+ग (2 62) 

ह 2 2 [2 63) 


द्वितीय चरण के अन्तर्गत १”के आकलित मान को मूल समीकरण ८.+०४११+(० 
में रखते हैं 


८००+१(९)+७ 
अथवा (5 ०४+9१7+(8९+ 0) (१2 64) 


इस समीकरण में £, 2 का सटीक फलन है. जो कि (/ द्वार सहसम्बन्धित नहीं है। 
यह इस विधि की मान्यता (गुण) है कि € तथा 2 के मध्य सहसम्बन्ध नहीं होता है, अतएव 
;दथा संयुक्त वुटिपद (8८+(7) में भी सहसम्बन्ध नहीं होता है। अन्त में समीकरण (72 64) 
पर साधाएण न्यूनतम वर्ग बिंधि का उपयोग करके & तथा 8 के आक्लक प्राप्त क्ये जाते 
है। अतएव, 


म्ि्िठ 
शा 
समीकरण (2 62) द्वारा 
भ्र्धि, बस 
अथबा #-#-०:(22) 
उीचबड्ट यहा #-9- ९ 
ड्च्ब्न्थ् 
ल्ब्ट-८ 
अथवा लीिघड्च्ट 
अघथवा .5+0277:2 


इसी प्रका,,. हक 


रा 
अतएब,.. किला के 
गछ. पडश 720 
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समीकरण (।३ 6]) से ८* का मान रखने पर, 
हर िड हि 400 2 
हो हा... ०2 
५ 
अथवा #529 
दर 
इस प्रकार ह्विस्तीय न्यूनतम वर्ग तथा अप्रत्यक्ष न्यूपतम बर्ग विधियों द्रागगा समान 
आकलक प्राप्त होते है। इसी प्रकार ८कां आक्लक ज्ञात किया जा सकता है। 


न्यूनतम प्रसरण अनुपात विधि ([,०३७४॥ ५४४४१०९८ २७॥0 )(६४॥०१) 


उपभोग फलन (2 36) के प्राचलों का आकलन करने की तृतीय विधि न्यूरत्रम प्रस्ताण 
अनुपात विधि है। इस विधि के अन्तर्गठ निदर्श का विनिर्दशन यह व्यक्त करता है कि उपभोग 
(८)आय (१ के द्वार प्रत्यक्ष रूप में निर्धारित किया जाता है तथा अनुपयोग व्यय (2) उपभोग 
सम्बन्ध में सम्मिलित नहीं क्या जाता है। यदि हम निम्नलिखित वी तुलना करते है, 
८-«#ीी+७० (2 652) 
(5"6+#४+शट+५ (2 659) 
तब विनिर्देशन इस बात पर बल देता है कि १50 होना चाहिए। यदि प्रतिदर्श का 
आऊार निश्चित है, तब ४ के अतिरिक्त 2 को व्याध्यात्मर चर के रूप में सम्मिलित करने 
के परिणामम्बरूप, सामान्यत 2 हेतु अशूत्य गुणाक प्राप्त होगा तथा ((2 659) के सेक्ष 
(22 650) का अवरिष्ट प्रसरण (२८६0७2) ५७787०2) कम शेगा। न्यूततम प्रसरण 
अनुपात यह स्पष्ट करता है क्रि ० तथा 8 के आकलर्का का चयन इस प्रकार कला चाहिये 
जिससे कि (2 658) तथा (2 659) के अवशिष्ट प्रसग्णों का अनुपात न्यूनतम हो। 
मानलो, 
€'5८-(८ #ी 2?) (2 66) 


यहाँ ८ तथा 8 न्यूनतम प्रसरण अनुपात आकलव हैं। 
(2 66) को निम्न प्रकार पुर परिभाषित करते पर, 


है हु; ८: है 

४ | १८" - 5० +£ १ 

ह डे८ह-ड0 [27% १) 
अथवा छच्ट्-७की १) (267) 
समीकरण ((2 66) में से ([2 67) को घटाने पर, 
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८-८-(८-८१-४(१४-१? 
अथवा टच्टनीछ (2 58) 
यहा ८ज्टॉ-८", ८८८-८, ४7-१४ 
समीकरण (2 659) द्वाण अवशिष्ट वर्गों का योग [रिघछत04]| 5७० 
६५०८७) मिम्त प्रकार व्यक्त किया जा सकता है 


्क्रीफए 
आकलित €्च्ब्मीम्ए 
इसके अधिरिक्त €च्णाऊी१+७० 
या ८-८७७(१-77+(ए-७०) 
अथवा आकलित... ८क्ी)+९ 
अथवा श्ज्ट्नीछ 
अधघवा डालज5( ०-89 

लावा (2 69) 

यहा ८ाब्व्नी) 


पुन ८" का उपयोग करते हुए समीकरण (!2 650) तथा 2 के मध्य सम्बन्ध को 
व्यक्त करता है। चूँकि 2 यहि्जात चर है, इस सम्बन्ध हेतु न्यूनतम बर्ग विधि उचित है। 


समीकरण (2 658) द्वारा प्राम अवशिष्ट यर्पों का योग निम्न प्रकार है 


€ज्दरी)क्‍+;८2+7 
आकलित €न्याकी)फकम्ट ५४ 
तथा ८ज्या+97+%2+५/ 


इसके अतिरिक्त... ८-€की (/-१7+2-200/-70 
आक्लित 2््ी)++८* 


अधघबा €“-(८-ी३)/+ट 
अ्नशि यहा ८35८) 
अथवा. ह४८55५ (० -#ढ (72 70) 
यहा न्यूनतम वर्ग आकतलक है, 
£ ५४ ड्र्ड 


अतएब,._ उ८ल्जॉाणन-थ 
ञ्छः (टॉ-2;ब८-फ् 


ज्ञ््टा-2 हिल ज्ण्यञ ] श्र 
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९2524 ४2 4 
4 
22 ्ज अप कर 


5८९ (2. 2) 
3.० ना (१2 7) 
अत प्रसरण अनुपात, जिसको न्यूपतम किया जाता है, 


6 
डब् अलहलणओओओं (42 72) 


अत यह स्पष्ट है कि अनुपात (2 72) न्यूनतम है, यदि 


ड््ट्ब्ल्0 (2 73) 
समीकरण ]2 68 से 2 73 में ८" ८-8 3 एसे पर प्राप्त होता है झि 
ड (०))5० (]2 74) 
अथया >च्य्नी 5२5० 
अथवा #्चधिठ 2 
थेमट रण 


यह मान अप्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग तथा द्विस्तीय न्यूनतम वर्ग आक्लरें के समक्ल है। 


अठश्व उपयोग फलम के उपर्युक्त उदाहरण में आकलन के ठीनों सिद्धात ॥.९, 
48/.६ तथा 4,५4२ समान आकलक प्रदान करते हैं। पस्तु यह कथन सामान्य रूप में सत्य 
नहीं है। 

कसी प्राचल का सही अभिनिर्धारण प्राप्त होने के पश्चात्‌ तीनों सिद्धान्त समान 
आकलक प्रदान करते हैं। इस स्थिति में प्रत्येक की साख्यिकीय विशेषताएँ समान होती हैं। 


अति-अभिनिर्धाएण की स्थिति में, अप्रत्यक्ष न्यूनतम वर्ग विधि अम्रम्भव है पस्तु 
द्विम्तरीय न्यूनतम वर्ग तथा न्यूनतम प्रसरण अनुपात विधियों दाग निर्धारिद आक्लक प्राप्त क्ये 
जा सकते हैं। इसका समान होना आवश्यक नहीं है। अर्थात्‌ जब कसी प्राचल का 
अति-अभिनिर्षाएण होता है, तब अप्रत्यक्ष न्यूनतम विधि द्वार प्राचल के अनेक हल सम्भव 
है। पस्तु ट्विम्तरीय न्यूनतम वर्ग विधि द्वारा प्राचल का केवल एक आकलक प्राप्त होता है। 
फलम्बरूप, यह कहा जाता है कि द्विस्तरीय न्यूनतम वर्ग सामान्य रूप में अधिक उपयोगी 
है। 


अब अभिनिर्षाएण की स्थिति के अन्तात इनमें से किसी भी विधि द्राथ आकलक 
प्राप्त नहीं होते है। 


अर्थीमितीय निर्द्श अ्र्4 





सेरचनात्मक तथा लघुक्तणात्यक स्वरूप का व्यूह सकेतन 
(एरि०ए76३४८०६४७०॥१ 006 5५एट८एवं ब्वाते ९५००९० 05 
99 गाए ऐण४४००) 
अर्थमित्रि विदर्श के सरचनात्मक समीकर्णों का व्यूह संकेत में व्यन्त क्रिया जा सकता 
है। मान लो सरचनात्मक समीकरण निम्बाक्ति हैं 
7/%/272+ #;/0707/,3,+%2व2+ +%२५+५० 
शिशि7+)29# + 2070-32” ,+)9222+ +%#7%+९2 


#0५]+70:४2+ +४05४05|+१०२४2+ +7०;१,+०० 


(42 75) 
उपरोक्त समुदाय को व्यूह संकेत में निम्न प्रव्टार व्यक्त किया जा सकता है 
ख/च्य+८ (32 76) 
यहीं 2, 8युगाकों क' (>८८ व्यूह है, 
7) »पुगको का 'हव्यूह है, 
४. अन्दर्जात चर ४,, ४०, ,३८का स्तम्भ सादिश है, 
2८ बहिर्यात चरगें 2, 2(.. ,, 3; का /?विमा का स्तम्म सदिश है। 
दथा ८, वुटि पर्दों ८८, ८०, ८८का 6- विमा का स्तम्भ सदिश है। 
अर्थात्‌ 4. 2 श्रए 
सन कि | ०0 
20; 8०5 7 ल्व्ठ 
८ प्र 
25. 3झ 222 १८ 
2, #०> -0%.. का 
है ई। ९) ९्प 
४5 ४० जन 22 5 < हैं? 
प्य अ््र्क्र्व न्ध कप 


'लघुक्एणत्मक स्वरूप प्राम करने हेतु सर्म' करण (2 76) को दोनों ओर # ' छे पूर्दयु" 


(िच एछणे:एप्टयणा) किया जाता है 
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479:-म 7:+9 ८ 
अथवा #-87:+मघ ८ (82 77) 
१2८2 604 (2 78) 
लघुकरणात्मक स्वरूप को निलल प्रकार व्यक्त किया जा सकता है 
साफ प्रा (2 79) 


यहाँ ए लघुक्रणात्मक स्वरूप गुणाकों का (0.07 व्यूड है 

(€ 8/, (४0 क्रम का ब्यूह है, 

7,607 क्रम का व्यूह है, 
8 ', १09% क्रम का व्यूह है।] 
उदाहरणार्थ- निम्नलिखित सरचनात्मक समीकरणों को व्यूह सक़ेतन में व्यक्त 
कीजिये 

४/०-)२२+शारं।+थय 

225-ी7/नी273+2/%/+72222+ ((2 80) 
2४7+%272-%ार्।२३१४2ं2+ ९ 

(१2 8)) को पुन लिखते पर, प्राप्त होता है, 


#/48/20:+07,5%//2/+092+९/ 
))/ 7'/+22+99772%)2/म 4227 2+९० (2 8) 
02,+9272+7339/ं2+6 
थ्यूह सकेतन में, 
47572४९८ (2 82) 


4 8.2 9 
यहा 85 8 # 95 
9 582 9 #3 


शा 0 
व5 एढ ॥२० 

कम #2 खझथ 

१4] १.९] ध््‌ 
5 ४2 ड ल्त््लण्स 

१8] कप अं अब स्व 
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समीकरण (2 83) का तथुकरणात्मक स्वरूप निम्न प्रकार ज्ञात किया जा सकता है , 


9४572: 6 
अथवा 9/9%<5977%+896 9 प्ले पूर्वगुणा' करने पर 
अथवा. ४-8 (7%+8 ८ (2 83) 


अब समुदाय व्यूह ($/8८7/ प्रशया5) निम्त प्रकार है 
7 2. 9 का 9 
(8,275 &, 7 $#$# 2 722 
9. &8&2 7 # 2 
यह ज्ञात करते के लिये कि समीकरण समुदाय (2 80) में प्रथम समीकरण का सटीक 
अभिनिर्धारण किया गया है अथबा अति-अभिनिर्षारण किया गया है, हम व्यूह का अनुस्यित 
मापदण्ड (२४४८ दा/ध्या०7 0 8 एधध७५) का उपयोग बरते है।” 
व्यूह (9,7?की प्रथम पक्ति ठथा प्रथम, द्वितीय व चतुर्थ स्तम्भों का विलोप करने पर, 
उपव्यूह उिम्नलिखित है, 
2 १22 
2. 732 22 





4, ॥%« एक एक्ोट्लंण 


मध्य ४४० ००प्राणाा० 0० प्ावा८ढ$ 3 204 7 ॥0 00६०5 4 0900 8 इज़ञॉध्ण जवां: [8, 7] 
५७००४ 


4. 8/2 80% ॥०2 * ११] 
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इस व्यूह का अनुपस्थित (2७॥:) 2 के बराबर है। सटीक अभिनिर्धाएण तथा 
अति-अभिनिर्धारण का नियम इस प्रकार है 


25 0-7, यहाँ 775 उपब्यूह का अनुम्धित 
3-7 तथा (05 सरचनात्मक समीकरणों की सख्या 
च्2 


गणनात्मक नियम के अनुसार यह समीकाण अति-अभिनिर्धारण है। 


सम्पूर्ण निदर्श के आकलन की विधियाँ 
(छडाफाधाणणा शलाा०05 0 0०जछाथ6 ०१९) 


मम्पूर्ण निदर्श के आकलन की अनेक विधियाँ प्रचलित है। आकलन विधि जोकि एकल 
सप्रीकरण तथा सम्पूर्ण निरदर्श के लिये उपुयक्त है का विभेदीकरण आवश्यक है।” प्रत्येक 
समीकरण का पृथकू-पृथक्‌ आकलन करके भी सम्पूर्ण निर्श का आकलन क्या जा सकता 
है। पण्तु झम्पूर्ण निदर्श का आकलन करने हेतु हम॑ सीमित सूचना एकल समीकरण आकलन 
तथा धूर्ण सूचना अधिकतम सम्भाव्य आकलन विधियों का प्रयोग कर सकते है। जिस्तरीय 
न्यूयतम वर्ग आकलन विधि का उपयोग भी सम्पूर्ण निदर्श हेतु किया जादा है। 
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(76 479ेप्छं५ 0०7८९०॥०ग्रां८ "४॥6-$0785) 


3.................3..ल्‍....>--ननमभनननपनम-ंमनमननननननननननन नम मनन मनन मनन न कम ननननीनभम भ--3. 


काल-श्रेणी की परिभाषा 
(0थीफएण रण पएा6 इटा25) 


अर्थमिति की विषय सामग्री के अन्तर्गत उन आर्थिक सम्वन्धों का साख्यिकीय आकलन 
किया जञाता है, जिनका गणितीय सबिन्यास सम्भव है आर्थिक समकों को निम्नॉंक्ति 2 मुख्य 
समूहों में विभाजित किया जा सकता है 

0). काल श्रेणी समक (प7० $765 0029) 

(0) अपुप्रम्य समक (0055 56८०7 छ्ग्थे 

अधिकाश विज्ञाों में उन घटनाओं का अध्ययन किया जादा है जो कि समय के सापेक्ष 
परिवर्तित होती हैं। विभिन्न विज्ञानों के अन्तर्गत वैज्ञानिकों में काल-प्रेणियों का विश्लेषण किया 
ठया अर्थशास्तरियों ने उनके अमुभर्वों से महत्त्ववपूर्ण निष्कर्ष प्राप्त क्यि। समय के सापेक्ष 
सकलित अथवा प्रेक्षित आँकड़ों की श्रेणी को काल श्रेणी कद्दते हैं। ये सनक दैनिक, 
पाक्षिक, मासिक अथवा वार्षिक काल के सापेक्ष प्रदर्शित किये जा सकते हैं। काल-प्रैगी 
के अन्तर्गत समय को स्वतन्र चर तथा सगठ आर्थिक समकों को आश्रित चर की सत्ञा प्रदान 
की है। उदाहरणार्थ, प्रतिवर्ष गेहूँ का मूल्य, यहाँ वर्ष स्वतन्त्र च वा वार्षिक मूल्यों का 
प्रतीक चर (व्यक्त) आश्रित चर हुआ। प्राव स्वतनत्र चर का संकेत ४ से दया अग्रित 
चर को “#,'से करते हैं। अत समय के क्रमागत बिन्दुओं के अतुस्तार कसी चर के क्रमवनद्ध 
मूल्यों को काल-श्रेणी कहते हैं। वास्तविक रूप में अर्वव्यवस्था गतिशील होती है, स्थिर 
नहीं। समय में परिवर्तन के अनुसार कसी चर के मूल्य में परिवर्तन कस प्रकार होता है, 
इसका उपयोगी निष्कर्ष निकालमे हेतु अर्थशाम्त्री दबा पाहविकीविदू दोनों ही खोज करने के 
लिए प्रयलशील रहते हैं। आर्थिक एवं व्यावसायिक क्षेत्र में काल-श्रेगी का विशेष महत्त्व 
है, क्योंकि अधिकाश आर्थिक समक - उत्पादन, उपझोग, मूल्य, लाभ, बचत, विनियोग, 
हि समाशोधन, जनसंख्या तथा बेरोजगारी आदि - समय के सन्दर्भ में ही उपलब्ध होते 

। 
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उपभोग फलन का आकलन कजेे हेतु अर्थमितिज्ञ कभी-कभी व्यक्तियों के उपभोग 
को एक ही समय बिन्दु पर विभिन्न आय स्तरों के सापेक्ष व्यक्त करते हैं (अनुप्रस्थ समक)। 
पजन्‍्तु कभी-कभी यह परीक्षण किया जाता है कि विभिन्न समय बिन्दुओं के सन्दर्भ में कुल 
उपयोग किस प्रकार एप्टीय आय से सम्बीधित है (काल श्रेणी समक )॥। इसके अतिरिकि 
दोनों प्रकार के समकों का मिश्रित अध्ययन भी किया जाता है। 


काल-श्रेणी के विश्लेषण का अर्थ 
(9६2गाए४ ०0 0६ #79955 ० 776 5६765) 


काल-श्रेणी के पटक ((077एणाद्व5 ० 4 पग्राठ 5टपट5) 

काल-श्रेणियों के अध्ययन द्वारा यह आभास होता है कि काल-प्रेणी में निश्चित 
विशेषताएँ विद्यमान होती हैं। समय में परिवर्त के साथ-साथ चर के मूल्यों में भी परिवर्तन 
होते हैं | ये परिवर्तन अनेक तत्त्वों द्वारा प्रभावित होते हैं। अत चर के मूल्यों को प्रभावित 
करने वाले विभिन्न तत्त्ववों के प्रभावों का पृथकू-पृथकू अध्ययन करना आवश्यक है। अर्थात्‌ 
उन नियमितताओं की खोज तथा माप करना अति महत्त्वपूर्ण है जो कि आर्थिक समवों 
की गतियों की विशेषताओं को स्पष्ट करती है। काल-श्रेणियों की विशिष्ट गतियों को विभिन्न 
वर्गों में विभाजित किया जा सकता है। ये वर्ग प्रायः काल-प्रेणी के सघटक 
((००7०॥०॥॥७) होते है। काल-श्रेणी के अन्तर्गत वर्गीकाण का आधारभूत सिद्धान्त तरां 
की लम्बाई ([.८80॥ ० (४6 ७४७५०५] का अभिग्रहण करना है। उदाहरणार्थ, आर्थिक 
समकों की गति नियमित तथा दीर्घकालीन होने की अदस्था में उसे दीर्पकालीन प्रवृत्ति कहते 
हैं। प्रो एई बाघ (शरण 8.8 ५/४९४)के अतुसाए, “'दीर्पकालीन प्रवृत्ति वह 
अपरिवर्तनीय प्रवृत्ति है, जो कि सामान्य रूप से एक ही दिशा में पर्याा अवधि तक विद्यमान 
रहती है “ इसके विपरीत यदि काल-पश्रेणी में अधिक से अधिक एक बर्ष की अवधि के 
अन्तर्गत नियमित अथवा सावधिक परिवर्तन होते हैं तब उन्हें ऋतुतिष्ठ परिबर्तन कहते हैं। 
इस प्रकार की सावधिक गतिविधियों प्रति घण्टे, प्रति दिन, प्रति सप्ताह, प्रति माह, अथवा 
प्रतिवर्ष दुप्टिगोचर होती हैं। ऋतु निष्ठ परिवर्तन नियमित, चिरस्थायी और पुररणवर्तक होते 
है। वार्षिक समर्को में ऋतुनिष्ठ अथवा आन्तर्व पशिवर्तन ट्रषिटयोचर नहीं होते हैं। अधिकाश 
आर्थिक काल-्रेणियाँ में तरगों के ममान (9/2५८ ॥॥:2) चर्म उच्चावचन टृषिटगोचर होते 
हैं। इस प्रकार के परिवर्तन व्यावसायिक चक्रों के फलस्वरूप उत्पन्न होते हैं। अत इन्हें चक्रीय 
परिवर्तन कहा जाता है। चक्रीय परिवर्तनों की अवधि प्राय 7 वर्ष से !] वर्ष तक मानी जाती 
है। व्फती; भी; व्याणप्रीक चक्र के चार चएए-- स्फ्प्डरटा, सन्‍्दी, अफ़छाद हाथा पुरुस्थान 
होते हैं। चक्रीय परिवर्तनों की अवधि सामान्यत नियमित नहीं होती है, तथापि इनका परिवर्तन 
क्रम लगभग नियमित होता है। उपर्युक्त परिवर्तनों के अतिरिक्त काल-श्रेणियों में ऐसे अनियमित 
उच्चावचन भी दृष्टिगोचर होते हैं, जिनका कोई ऐसा प्रतिरूप (९8) नहीं होता जिससे 
उनकी पुनरावृत्ति की सम्भावना को ज्ञात किया जा सके। अर्थात्‌ यह कहना अत्यन्त कठिन 
है कि कितने समय परचात्‌ इस प्रकार के उच्चावचन दृृष्टिगोचर हगि। इस प्रकार के उच्चावचर्नों 
को याद्ृच्छिक, अनिश्चित अथवा आकस्मिक उच्चावचन की स्ज्ञा भी प्रदान की जाती है। 
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ये उच्चावचन अनेक तत्त्ववों जैसे चाढ, भूचाल, युद्ध, हडताल, आग , अकाल, 
ताला-बन्दी, एजनैतिक परिवर्तन आदि के प्रभाव के फलम्वरूप उत्पन्न होते हैं। 


काल-प्रेणी में निश्चित समवावंधिं में हुए परिवर्तनों को उपर्युक्त चार्रो सघटक्ों का 

हम्मिलिठ प्रभाव मात्रा जाता है। एक कालं-श्रेणी में विद्यमान परिवर्तनों वी खोज करना, 

मापन करना तथा उनको पृथक्‌ करना ही काल-श्रेणी का विश्लेषण करना है। तैथिक क्रम 

४ व्यवस्थित समकों द्वात अधिकतम सम्भव सूचना प्राप्त करना ही काल-श्रेणी का विश्लेषण 
| 


काल-श्रेणी विश्लेषण के प्रमुख उद्देश्य (00॥0०0५८५ ० पग)6 5९06४ #वा३/घ५) 
काल-ग्रेणी विश्लेषण के प्रपुख उद्देश्य निम्मलिखित हैं। 


(0) उच्चावचनों का निर्बचन तथा उनका पारस्परिक सम्बन्ध एवं कारण। 

(शे... समकें के भूतकालीन व्यवहार का अध्ययन। 

(ए).. भविष्य के विषय में पूर्वानुमान 

(५). अन्य काल-प्रेणियों के साथ तुल्ना। 

(शे वर्तमान उपलब्धियों का मूल्याक्रन तथा उनकी पूर्वातुमति दशाओं से तुलना। 


काल-ग्रेणी विश्लेषण केवल अर्थशाम्त्रियों अधवा ब्यावसाबियों के लिए ही नहीं 
अपितु वैज्ञानिक, समाजशाश्री, आदि के लिए भी महत्त्वपूर्ण है। यह स्पष्ट है कि 
काल-पश्रेणियाँ विभिन्‍न आर्थिक, प्रौघोगिक आदि कारकों के सुव्यवस्धित अध्ययन हेतु आधार 
प्रम्तुत करती हैं, जो कि संगठन हेतु अत्यधिक्र महत्त्ववपूर्ण हैं। यह भी उद्देखनीय है कि 
काल-प्रेगी के चारों सघटकों को प्रथकऋ-प्रथक्क॒ करने तथा उनके मापन हेतु यह आवश्यक 
है कि समकों को तुलना के योग्य बनाने हेतु उचित समायोजन क्या जाए। 

काल-ग्रेणी के सघटकों के पृयक्षीकरण एवं मापाकर्त हेतु निम्नाकित दो प्रकार के 
निदर्शों बी रचना की जाती है 


6) योगशील निदर्त (800॥॥५6 १/००७))- इस निदर्श के अन्तर्गन यह मान्यता 
है कि काल-श्रेणी के मूल समक चार्रो सघटकों का योग है। अर्थात्‌ 
णएनज्7+5+८+#& (23 7) 
यहाँ 6, - पूल सपक 
27 < दीपकालीन प्रवत्त 
55 ऋतुनिठ्ठ उच्चावचन 
८ < चक्रीय उच्चावचन 
22 5 अनियमित (अथवा यादृच्छिक) उच्चावचन 
(ए) गुणनशीन विदर्स ((ण/फ/्बार८ #००20) इस मिंदर् के अन्तर्गत यहँ 
मान्यता है कि काल-श्रेणी के मूल समक संघटकों का गुणनफल है। अर्थात्‌ 
एज 7+> उ>ू टन # [43 2) 
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ये निदर्श मूल समकों पर सघट्को के प्रभाव को व्यक्त करते हैं तथा ये निरदर्श पूर्वानुमान 
में भी सहायक हैं। 


सक्षेप में काल-श्रणी में तीन प्रकाए के उच्चावचन विद्यमान होते हैं. दीर्घकालीन", 
अल्पकालीन एवं अनियमित (यादृच्छिक)? 8 अल्पकालीन उच्चावचनों को पुन दो भागों 
में विज्ञाजित किया जा सकता है ऋतुनिष्ठ उच्चावचन* एवं चक्रीय उच्चावचन * | 


दीर्घकालीन प्रवृत्ति 
[$९८एण५० प7650) 


दीर्घकालीन प्रवृत्ति (8$2००४४ 67 .णा8 वछाआ "'7रशाठ) अथवा प्रवृत्रि 
(77८४०) अथवा उपनति से हमाग तात्पर्य काल-श्रेणी के सामान्य दीर्घकालीन व्यवहार से है।* 


प्रो बर्नर जेड हिर्श [20 फल्याव 2 प्रा०॥) के अतुसार- “प्रवृत्ति से 
तात्पर्य एक काल-स्रेणी में दीर्पकाल में शरै शत्रै होने बाली वृद्धि अथवा कमी से है जो 
कि जनसघ्या वृद्धि, तकनीकी ज्ञान एव उत्पादकता में मुघार, पूँजी उपकरणों की पूर्ति में वृद्धि 
दथा उपभोग की आदतों में परिवर्तन आदि आधारभूत शक्तियों को व्यक्त कग्ती है। '' 


कुछ काल-य्रेणियों की दीर्घकालील प्रवृत्ति वृद्धि की ओर होती है, इसको ऊर्ध्वतरुखी 
(09४३४ 7८००) कहते हैं। इसके विपरीत कुछ काल-च्रेणियों की दीर्घकालीन प्रवृत्ति हास 
की ओर होती है, इसको अघोमुखी उपनति [009/00/870 07 70€८॥॥8 7800] 
कहते हैं। उदाहरणार्थ सत्‌ 956 से प्रत्येक वर्ष प्रदत्त गेहूँ के मूल्यों में वृद्धि की प्रवृत्ति पाई 
जाती है। बाजार में अत्यपिक़ प्रतिस्पर्धा के फलम्वरूप अथवा उत्तम प्रतिव्थानापन्त बम्तुओं 
के उपलब्ध होने के फलस्वरूप किसी बस्तु विशेष की माँग में दीर्घकाल में अधोगुखी उपरति 
दृष्टिगोचर होगी। उद्बेखनीय है क्लि ऊर्ध्वमुखी अथवा अधोमुखी उपनति का यह भी अर्थ नहीं 
है कि समस्त बिन्दुओं पर (समय) चर मूल्य में वृद्धि अबवा कमी हो। अर्थात्‌ समस्त 
दीर्घकालीन परिवर्तन समान गति से नहीं होते, अपितु अस्थाया उच्चावचनों विद्यमान एते 
हुए भी काल-श्रेणी की प्रवृत्ति स्पष्ट रूप में एक निश्चित दिशा की ओर होती है। आर्थिक 
काल-श्रेणी में दीर्घकालीन प्रवृत्ति विकास का नियम ([.8४४ ० 070७/0) से भी 
सम्बन्धित है। प्रवृत्ति का आगणन करे हेतु विभिन्न विकास वक्रों का प्रयोग किया जा सकता 
है। 


40०% एद्यर०प भरद्याबधणा5 
गा एथशा०१ १४7380058 

पराबटपां०० 0 ए्क/०च एशा20005 

$€450व8[ ४0005 

(,वा०। ए्त2065 

2 ०ववफुएवध्या 90 स्वर; ११७ 0000० 40 :00% 89०0: ॥2 हृाधव 0टमव्यणप ० #ल ए०6 
88॥63 ॥8 ०3!66 ४३८ [7270. 
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दीफमनीवप्रदूनि के मन मिट दा मुख्य वा ये विभाजित किया जा डरा है 

रेद्वीय प्रदृनि [4058 परक80)- काल-्रान में एक म्नय में दृना मन 
फ्रीकी की दा ममान गहने की अवप्था में उसकी ददूनि गद्य हाती है। 

(ऐ. वम-रेदीय प्रवृति ((०७ ४७ 0 ५4१ ४:८० पाध्ध2)- विभ्त्रि 
फनें में फीललन की टर के असनार फुत की अवस्था म॑ आफा-ब्रानी की हदुत आडीय 
इड्टिलक होटी है] 


दीपकालीय प्रदूनि का अध्ययन हट टिज्नाकिट मद्य कण को दक्ित गा फटा 


दीपकालीर प्रवृदि के माप 
(७१८३४२४८४६:८८:६४ ०८777६:८) 

दीी॑कालीय प्रवूनि के मापन की टिाकिट विधिएै हैं, 

(!) टुकन्‍न्‍्ट वक़ विधि [छिल्ड ह286 ए७0६ १८४८८] 

42) डाहित क्वन्दुओं की व्रिधि [52246४ 2८८ ७४८८०2) 

[3) अर्द-मध्य त्रिपि [507 #५्वा०2८ ४४८४८:००) 

(4) इलम्राप्य तिथि (६0472 #*००८८ ४६०४) 

6) ऋ्ूल्मर्दा विधरि(४०६०० ०६.८४६ ५$42०८४) 
[) एुरू हम्त बढ़ त्रियि [76८ प«८० (४८४६ १(८४४००) 

हम ठिपि में काल-श्रानी के मूल मन्‍्कों को बॉकिट प्र (<बुु5 ह्ब्ुआ) मा 
अखिट किया आटा है। 2. अब पर मना प्रदर्गट किया जता है टथा ए- अल धा मा 
के मूल्यों व्ये एक रचित स्केल मजका विफित्र डिल्टू अंकित क लिए उठ हैं। ब््दिमों 
श क्रमण, डिदु खा [00728 ॥:०) दंग मिल दिया घाटा है। इस प्रकार के गेट वि 
हो बिक जि (एडक्शह्ाथटा) बगटे हैं। बगलिक दित्र को दृटात दे हुए अत 
डिलुओं के मध्य में विक्द माता बात (4;20०0 व्यय८) इन अगर खींचा जटा है 
कि श्राप की दीपक नीय प्रवृज् म्पठ हो बारे। 

दक मान्य विधि है टथा इसे मन्‍्थ की बदत भी होली है। पट इसके विम्द 
मजिकटीआग [8:/00:20०7) वा प्रट्द्ठ अ्दप मी है, डिनझे गीटीर कर में बट 
सी किया जय मा है। इसके अलिड विफित्र बति मिस-मिले वफ़ खीदे मकर हैं। 
अल्य बक्र की ब्रेप्टल बक़ खींचने वाले व्यक्ति की बीपता और नि यि ले आपरिट हा 
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विभिन्न व्यक्तियों द्वारा भिन्‍न-भिन्‍ वक्र खींचे जाने के फलस्वरूप विभिन्न निष्कर्ष प्राप्त होते 
का भय विद्यमान रहता है, परसन्‍्तु अयुभवी व्यक्ति इस विधि द्वारा काल-श्रेणी वी दीर्पफ्रालीन 
प्रवृत्ति का अधिक उत्तम प्रदर्शन बर सकता है। 


(2) चयनित बिन्दुओं की बिधि [50०८४८७ 70095 (८०१) 


इस विधि के अनुसार मर्यप्रथम काल-पश्रेणी करा रेपाचित्र खींचा जाता है, तत्यश्चात्‌ 
सामान्य प्रकार के दो विन्दुओं को निर्धारित क्या जाता है। उन दाना विन्दुओं को मिलाकर 
एक सरल रेखा खींची जाती है जिसको प्रवृति रेखा (]7श00 ॥.08) कहते है। यह ऐवा 
ही काल-प्रेणी में निहित रेखीय प्रवृत्ति [0९७ [7८॥0) मय व्यक्त करती है। परन्तु हममें 
भी कुछ महत्त्ववपूर्ण दोष है। विभिन्न व्यक्तियों द्वार भिन्‍्न-भिलन बिन्दुओं का चयन किया 
जा सकता है। पुन सरल रेखा वी श्रेप्ठता व्यक्ति की योयता एवं निर्णय पर आधाएँति है। 
इस विधि का प्रयोग भी उस अयस्था में ही जया जाना चाहिये, जबकि यह स्पष्ट हो कि 
एक सरल रेखा द्वाय प्रवृत्ति को उचित रुप में व्यक्त क्या जा सकता है। यहाँ ओखीय प्रवृत्ति 
के आपजन हेतु दो से अधिक बिन्दुओं का चयन विवेकानुस्तार किया जा सकता है। 


(3) अर्द-माध्य विधि ($धग-2 ५८०९८ १९०००) 


इस विधि के अनुमार सर्वप्रथम काल-श्रेणी के समकों को दो बगवर भागों में विभाजित 
कर दिया जाता है। यदि वर्षों वी सख्या विषम (000) है, जैसे 9, ), 43 आदि तो मध्य 
बाले वर्ष के मूल्य का परित्याग कर दिया जाता है। कुछ व्यक्तियों के मतानुप्तार मध्य वर्ष 
के मूल्य के आधे मो दोनों अर्ड भागों में जोड दिया जाय, परन्तु यह उचित प्रतीत नहीं 
होता है। तत्पश्चात्‌ दोनों भागों का पृथक््‌-पृथक्‌ समानान्तर माध्य प्रत्येक भाग के मध्य बिन्दु 
के समद्ा लिख दिया जाठा है। यहाँ भी प्रत्येक भाग में वर्षों की सख्या सम होने पर समानात्तर 
माध्य को दो माध्य वर्षों के बीच में लिखा जाता है। इन समानान्तर माध्यों को भी यर्गावित 
पत्र पर अकित कर लिया जाता है। इन दोनों माध्यों के मिलाने पर एक सरल रेखा प्राप्त 
होगी, जो कि दीर्चकालीन प्रवृत्ति को व्यक्त करेमी। यह विधि सरल है, परन्तु इसका मुख्य 
दोष यह है कि इसके अन्तर्गत अकित बिन्दुओं के मध्य सरल रेखीय सम्बन्ध की कल्पना 
की जाती है। इसके अतिरिक्त यदि प्रत्येक अर्द्ध भाग का मध्यक एक अल्प समयावधि को 
प्रदर्शित करता है, तय यह भी सम्भव है कि चक्रीय प्रभावों वा निगकरण नहीं हुआ हो। 
अत्त में, यह विधि माध्य के समस्त दोपों द्वारा प्रभावित है। 


उदाहरण । निम्नलिखित सामग्री द्वारा कालिक चित्र बनाइये तथा अर्द्ध-माध्य विधि 
द्वार उपनति रेखा (76७४० [,॥0) खींचिये। 


वर्ष ]58  986 . 987/. 7988. 9899. 40990. ॥9. 92. 993 
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4986. बह शक 7: शा बा 
98. 4983... 93७ ॥्ष५ /06 


रेखाचित्र 8 । 
(4) चल माध्य विधि ((००ए६ 5००१० )८एा०0) 


चल माध्य विधि दीर्घकालीन प्रवृत्ति के मापतर तथा अन्य संघटकों के मापन हेतु 
दीर्षकालीन प्रवृत्ति के विलोपीऋरण (8007778/09) हेतु अत्यधिक शक्तिमात गणितीय विधि 
है। प्रत्येक काल-प्रेणी में ग्राय समय-समय पर उच्चावचत होते एहे है, जिनको चक्र 


397,  ॥993 
99३ 
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(०४८८७) कहा जाता है। एक चक्र की अवधि को काल-ग्रेणी की आवर्तिता (2८7०व८ा॥) 
कहा जाता है। 


निम्न बिन्दु (7:००१६॥] से प्रारम्भ होकर वर्द्मात काल-श्रेणी वक्र जब उच्चतम बिन्दु 
से विचाण करता हुआ पुत्र अग्रिम निम्न बिन्दु पर पहुँचता है अथवा उच्चतम बिन्दु[८७४) 
से प्राएम्भ होकर हाप्तमान काल श्रेणी वक्र जब न्यूनतम विन्दु से विचरण करता हुआ पुत्र 
अग्रिम उच्च बिन्दु पर पहुँचता है तब इसे हम पूर्ण चक्र मानते है, तथा इम चक्र में लगा 
समय चक्र की अवधि कहलाता है। 


चल माध्य विशेष अवधि के लिए ज्ञात किये जाते हैं। यह अवधि काल-पश्रेणी की 
प्रकृति अर्थात आवर्तिता पर निर्भर करती है! यदि काल-स्रेणी में आवर्तिदा समान नहीं है, 
तब औसत आदर्तिता ज्ञात की जाती है तथा उत्तम परिमाण प्राप्त करने हेतु चल मराष्य की 
अवधि काल-श्रेणी की औसत आवर्तिता के बग़वर ली जाती है। इससे नियमित तथा 
अनियमित उच्चायचनों का नियारण हो जाता है। जिसके परिमाणम्वरूप सामान्य प्रवृत्ति स्पष्ट 
होती है। 


संक्षेप में, चल म्राध्य की अवधि ज्ञात करने हेतु सर्वप्रथम मूल समकों का विन्देएस 
बनाना चाहिये। तत्पश्चात्‌ दो शिखर्यें (07०४5) के मध्य अन्तर अथवा दो विम्नतम बिन्दुओं 
(५००९४) के मध्य अन्तर द्वारा औसत आवर्तिता का आकलन किया जाता है| यह ही औसत 
आवर्तिता चल माध्य की अवधि होगी। 


चल माध्य विधि को निपल प्रकार व्यक्त किया जा सकता है; 


मानलो &,, छ., 9,, 0,, ७,, (५, ... एक प्रदत्त काल-ग्रेणी के मान हैं दवा 
हमें तीन वर्षीय (यदि मान वार्षिक हों) चल माध्य शञात करने हैं। सर्वप्रथम श्रेणी के पहले 
तीन वर्षों के मान 2,, 0,,- ६ का समानान्तर माथ्य ज्षत किया जायेगा और उसे मध्य 
वर्ष अर्थाद (द्वितीय वर्ष) के समक्ष लिख दिया जायेगा। पुनः प्रथम वर्ष का परित्याग करके 
और चतुर्थ वर्ष को सम्मिलित करके तीन मानों (0,, (५, (/// का म्राध्य ज्ञात किया जायेगा 
और उस्ते उनके मध्य वर्ष अर्थात्‌ तृतीय वर्ष के समक्ष लिख दिया जायेगा। इस प्रकार एक 
वर्ष का परित्याग करते रहते हैं तथा अग्रिम वर्ष को सम्मिलित करते रहते हैं और माघध्यों 
को प्रत्येक बार मध्य वाले वर्ष के समक्ष लिखते रहते हैं। यह मणन क्रिया ही 'चल माध्य 
विधि' कहलाती है। साएणी 3 | में तीन वर्षीय चल माधध्यों की गणना प्रदर्शित की गईं है। 
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___ टी औ्चखअिदिाोिोि-- ्पभज-।े 


सारणी ॥3 । : तीन वर्षीय चल माध्यों की गणना 





वर्ष / | मूल्य 0; | तीन वर्षीय चल योग तीन वर्षीय चल माध्य (7) 





व छः 
“4 छः छ+9,+छ न ० श्र 
3 छा 09,+9,+०५ - ५७ ४2/3 
4 ए् ए,+0,+05 + ७ ४३४३ 
5 एड ए0,+0;+ए + ५५ न । 
56 ए 





यदि चल माध्य की अवधि सख्या सम (2,4,6) आदि) हो तब चल माष्य का 
केन्रण (0८ाल्या08 8 70५08 2४९०१९) किया जाता है। इसके लिये निम्न विधि 
का उपयोग किया जाता है। 

पूर्व वर्णित विधि द्वार चार (समसख्या) वर्षीय चल मार्ष्यों की गणना करके उन्हें 
दो वर्षों के मध्य में लिखा जाता है। तत्पश्चात्‌ इन माष्यों के दे वर्षीय चल माध्य ज्ञात 
किये जाते हैं, जैसा कि सारणी 3 2 में व्यक्त किया गया है। चल माध्यों के दो वर्षीय चल 
माध्य ज्ञात करा ही चल माध्य का केन्द्रण है। 


सारणी 3 2 * चार धर्षीय चल माध्यों दी गणना 





वर्ष / मूल्य ७, चार वर्षीय चल योग चार वर्षीय चल. चल जा जाप सअमकमा ज _ ऊ कक रू _बत मष 
माध्य (7). केच्ित (7) 





] छः 

2 छ,.. 0++ए0:+०+०४चथ #//4 5 >7 

3 ७ ए.+93+0७4+0५ 5 4 धविच्श2 जि 52) / 
2 

4 छ छ,+0#0५/०५५5 ४५ आज (2 + 337) /2 

5 छः 


6 0०; 
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(5) न्यूनतम बर्ग दिथि [१/९४०१ ०६ [०७६६ 5५७०७४६७) 


न्यूनतम वर्ण विधि का विस्तृत अध्ययन अध्याय 24 तवा 28 में क्रिया जा चुवा है। इम 
दिपि प्रवृनि बी सणना हेतु सामान्यतदा प्रयोग वी जाते वाली पर्याप्त संतोषजनक दिपि है। 
यद्यपि इसमें गणितीय समीकरर्णों का उपयोग होता है। अत गणना में कुछ जद्ितद झा 
जाती है। इस विधि द्वारा रेखीय-प्रवृत्ति तथा अरेखी प्रवृत्ति दोनों का आसुजन सुगमतायूर्ब॑क 
किया जा सकता है। सरल रेखा के मन्दर्भ में, प्रवृत्ति रेखा को सर्वोचित रेखा [06 शा 
७९४ 60] कह जाता है। इस विधि द्वारा प्राय निम्त प्र्मर के वक्रों का प्रयोग किया जाता है 

0. सरलरेखा ४ /535८2+8 

[४).. फावलय वक्र [?शर०एट एज) 


(3) द्विपात प्चलद ($९८७४४ ए0८छस्‍६८ ए27290१8) 
$त३+छ७+३लां 
(७) द्रिधाद पएाउलय [7970 ॥8ट7०९ (22900)2) 
37549 + 4(/+ बउरी + बज 
(9४).  डिनास वक्र (छाप 005८६) 
(3) गोन्चर्दज बक़ (60फएथप्ट 0005०) 


2्न्ब्राीा 
(22लॉजस्टिक वच्र [.02755० 0:70 ८) 
डर 8+ 9 
ठँ 
अबबा &«| 
धव |। पृ+छ्ठ 


उदाहरण (3) : न्यूनतम दा विधि द्वारा सगल ऐसा प्रवृत्ति का अम्दायोजन कीजिए 


बर्ष:. ॥78. 798 ॥989.. 799 . व9्रा 492. 4993 
उत्पादन भर 92 83 हर प्र प्र 


हल : मान तो सततनेखा-प्रवृत्ति का समीकरण ४ 5 8+ ऐ। है , 
डाही 9 « उत्पादन 
£5 समय 0,, 2, आदि (मग्लहा हेतु) 
न्वूनतम वर्ग विधि द्वारा प्राए प्रसामान्य समीक्लप निम्नाकित है. 
5) २५६७ + ७८४. यहाँ $प्रेल्निद मल हैं 


डत "बा + खाए 
53, ४६, ४5, 5४ की गणनाको अग्राकित साएगी द्वय व्यक्त किया जा सकता है. 














थ्वा आर्थिक काल-सश्रेणी का विश्लेषण 
वर्ष उत्पाद #9. £ 9 # प्रवृत्ति मूल्य 75 8+9/ 
987 80 0 0 0 84+22<0 5 84 
988 90 ] 90 ] 84+2> ] 5 86 
989 92 2 84 4. 84+22< 2 5 88 
990 83 3 249 9 84+22९ 3 5 90 
499] 94 4 376 6 84+2%4 - 92 
992 99 5 495 25 84+2» 5 - 94 
993 92 6 552 36 84+2926 - 96 
क्र 595630 5#527! 5७-4946 57597 
प्रसामान्य समीकरणों में मान रखने पर 
630574+ 240 
4946 5 24+ 90 
हल कले पर ध्राप्त होता है 
४5 84, 9* 2 


अत सरल रेखा का आसजित समीकरण निम्त प्रकार है। 


४58६4 + 27 





प्रवृत्ति मूल्य उपगोक्त साएणी के अन्तिम स्तम्भ में व्यक्त किये गये हैं। 


